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Çàäàíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî òóðà îëèìïèàäû ñ ðå-

øåíèÿìè

5 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèõ 2021 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà 17, íè íà 113?
Ðåøåíèå:
Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2021 äåëèòñÿ íà
17, íà 113 è íà îáà ýòè ÷èñëà îäíîâðåìåííî:

2021 = 17 · 118+ 15

2021 = 113 · 17+ 100

2021 = 1921 · 1+ 100

Òàêèì îáðàçîì, 118 ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 17, 17 ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 113
è 1 ÷èñëî äåëèòñÿ íà 17 · 113 = 1921 (÷òîáû îíî íå ïîñ÷èòàëîñü
äâàæäû, åãî íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç îáùåãî êîëè÷åñòâà). Òîãäà
÷èñåë, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà 17, íè íà 113, ïîëó÷èòñÿ

2021− (17 + 118− 1) = 1887

Îòâåò: 1887

B Çàäà÷à 2. Ñðåäíèé âîçðàñò ÷ëåíîâ ãèìíàñòè÷åñêîé ñåêöèè � 11
ëåò; ñòàðîñòå ñåêöèè 17 ëåò, à ñðåäíèé âîçðàñò îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ
ñåêöèè � 10 ëåò. Ñêîëüêî äåòåé çàíèìàåòñÿ â ñåêöèè?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü âñåãî â ñåêöèè çàíèìàåòñÿ n äåòåé, òîãäà èõ ñóììàðíûé
âîçðàñò S = 11n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììàðíûé âîçðàñò âñåõ
÷ëåíîâ áåç ñòàðîñòû ñåêöèè ðàâåí 10(n − 1), çíà÷èò S = 17 +
10(n− 1). Ïðèðàâíÿåì ýòè çíà÷åíèÿ:

11n = 17 + 10(n− 1)

n = 7

Îòâåò: 7 ÷ëåíîâ
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B Çàäà÷à 3. Â ïóñòûõ êëåòêàõ íà ðèñóíêå ïðîñòàâèòü òàêèå
÷èñëà, ÷òîáû âñå 4 ãîðèçîíòàëüíûõ è 4 âåðòèêàëüíûõ ðàâåíñòâà
áûëè âåðíû.

Ðåøåíèå:
Íà÷í¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿòü òàáëèöó ñî ñòðîêè èëè ñòîëá-
öà, â êîòîðûõ èìååòñÿ âñåãî îäíà ïóñòàÿ êëåòêà. Íàïðèìåð:
1) ×åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà: â îñòàâøóþñÿ ïóñòîé êëåòêó íåîáõîäèìî ïî-
ñòàâèòü 3;
2) Òðåòèé ñòîëáåö: â îñòàâøóþñÿ ïóñòîé êëåòêó íåîáõîäèìî ïî-
ñòàâèòü 9;
3) ×åòâåðòûé ñòîëáåö: 7;
4) Ïåðâàÿ ñòðîêà: 7;
5) Âòîðàÿ ñòðîêà: 9;
6) Ïåðâûé ñòîëáåö: 12;
7) Òðåòüÿ ñòðîêà: 0.

Îòâåò:
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B Çàäà÷à 4. Ñêîëüêî âñåãî ñïè÷åê ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äåðå-
âÿííîãî êóáà, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî 1 ì? Ðàçìåð ñïè÷êè 50×2×2
ìì.
Ðåøåíèå:
1 ìåòð = 100 ñì = 1000ìì, òîãäà îáúåì îäíîé ñïè÷êè áóäåò ðàâåí
50 · 2 · 2 = 200ìì3, â òî âðåìÿ êàê îáúåì âñåãî äåðåâÿííîãî êóáà
ðàâåí 10003ìì. Òîãäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî:

h =
1000000000

200
= 5000000

Îòâåò: 5000000

B Çàäà÷à 5. Çàìåíèòå â âûðàæåíèè

F (F (F (F− 20)− 21)− 19) = 21

çâ¼çäî÷êè ðàçëè÷íûìè äåëèòåëÿìè ÷èñëà 28 òàê, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî.
Ðåøåíèå:

28 = 22 · 7
Âñåãî äåëèòåëåé ÷èñëà 28 øåñòü: 1, 2, 4, 7, 14, 28. Çàìåòèì, ÷òî
âíóòðåííÿÿ çâåçäî÷êà ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 28, èíà÷å ðàç-
íîñòü âî âíóòðåííåé ñêîáêå (à çíà÷èò, è âî âñåõ îñòàëüíûõ) îêà-
æåòñÿ îòðèöàòåëüíîé.
Ïåðåïèøåì äëÿ óäîáñòâà íàøå ðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå:

z1(z2(z3 · 8− 21)− 19) = 21

Ïåðâàÿ çâåçäî÷êà ìîæåò áûòü ðàâíà 7 èëè 1. Äîïóñòèì z1 = 7,
òîãäà

z2(z3 · 8− 21) = 22

Âòîðàÿ çâåçäî÷êà ìîæåò áûòü ðàâíà 2 èëè 1. Åñëè z2 = 2, òî
8z3 = 32, îòêóäà z3 = 4.
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Åñëè æå z2 = 1, òî 8z3 = 43, ÷òî íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.
Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î ïåðâîé çâ¼çäî÷êå.
Ïóñòü òåïåðü z1 = 1, òîãäà

z2(z3 · 8− 21) = 40

è äëÿ âòîðîé çâ¼çäî÷êè âîçìîæíû çíà÷åíèÿ 2 è 4.

z2 = 2 : 8z3 = 41

z2 = 4 : 8z3 = 31

Íè îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé òàêæå íå ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.
Îòâåò: 7(2(4(28− 20)− 21)− 19) = 21

B Çàäà÷à 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå x+S(x) = 1921, ãäå S(x) � ñóììà
öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x.
Ðåøåíèå:
Ñ îäíîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî x < 1921. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà
öèôð èñêîìîãî ÷èñëà S(x) ≤ 27 (çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè x =
1899). Ñ äðóãîé ñòîðîíû

1921 = x+ S(x) ≤ x+ 27⇒ x ≥ 1894

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâûõ äâóõ öèôð ÷èñëà âîçìîæíî âñåãî äâà
âàðèàíòà. Ðàññìîòðèì èõ:
1) x = 19ab; S(x) = 10 + a+ b. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

1900 + 10a+ b+ 10 + a+ b = 1921

11a+ 2b = 11

a = 1 b = 0

x = 1910

2) x = 18ab; S(x) = 9 + a+ b. Òîãäà

1800 + 10a+ b+ 9 + a+ b = 1921
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11a = 112− 2b

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî a äîëæíî áûòü ÷¼òíûì; ïîëàãàÿ
a = 2k, (0 ≤ k ≤ 4), ïîëó÷àåì:

11k = 56− b

b− 1 = 11(5− k)

Òî åñòü (b− 1)
...11, îòêóäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 ≤ b ≤ 9, ïîëó÷àåì

b = 1. Íî òîãäà k = 5, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îòâåò: 1910

B Çàäà÷à 7. Ïîë êîìíàòû ïëîùàäüþ 20ì2 ïîêðûò òðåìÿ êîâ-
ðàìè. Ïëîùàäü îäíîãî êîâðà � 7ì2, äðóãîãî � 6ì2 è òðåòüåãî �
5ì2. Êàæäûå äâà êîâðà ïåðåêðûâàþòñÿ íà ïëîùàäè 1ì2, ïðè÷¼ì
âñå òðè êîâðà ïåðåêðûâàþòñÿ íà ïëîùàäè 0,5ì2. Êàêîâà ïëîùàäü
÷àñòè ïîëà, íå ïîêðûòîé êîâðàìè?

Ðåøåíèå:
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ïëîùàäè ïîëà, ïîêðûòîé êîâðàìè:

7 + 6 + 5− 1− 1− 1 + 0, 5 = 15, 5

Òîãäà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîëà èìååò ïëîùàäü

20− 15, 5 = 4, 5

P.S. Åñëè ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé íå èçâåñòíà, òî ìîæ-
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íî ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ðàç âñå òðè êîâðà ïåðåêðûâà-
þòñÿ íà ïëîùàäè 0,5ì2, òî íà ÷àñòè, ïîêðûòûå ðîâíî äâóìÿ êîâ-
ðàìè, òàêæå îñòà¼òñÿ ïî 0,5ì2. Çíà÷èò, ïëîùàäü, ïîêðûòàÿ òîëü-
êî ïåðâûì êîâðîì, ðàâíà 7−3·0, 5 = 5, 5ì2, òîëüêî âòîðûì êîâðîì
� 6− 3 · 0, 5 = 4, 5ì2, òîëüêî òðåòüèì êîâðîì � 5− 3 · 0, 5 = 3, 5ì2,
è òîãäà ïëîùàäü, ïîêðûòàÿ êîâðàìè, ðàâíà

5, 5 + 4, 5 + 3, 5 + 4 · 0, 5 = 15, 5.

Îòâåò: 4, 5ì2

B Çàäà÷à 8. Ñóììà äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 1921. Åñëè
ó îäíîãî èç ñëàãàåìûõ çà÷åðêíóòü: à) ïîñëåäíèå äâå öèôðû; á)
ïåðâûå äâå öèôðû, òî ïîëó÷èòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå. Íàéäèòå ýòè
÷èñëà è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó äðóãèõ íåò.
Ðåøåíèå:

x+ y = 1921

Åñëè áîëüøåå ÷èñëî � òðåõçíà÷íîå, à ìåíüøåå, ñîîòâåòñòâåííî,
îäíîçíà÷íîå, òî

y + x ≤ 999 + 9 = 1008 < 1921,

òî åñòü íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïóñòü y � ÷åòûðåõ-
çíà÷íîå ÷èñëî, à x � äâóõçíà÷íîå.
à) Åñëè ÷èñëî x ïîëó÷åíî èç y âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

y = 100x+ z,

ãäå z � äâóçíà÷íîå èëè îäíîçíà÷íîå. Ïîäñòàâèì åãî â íàøå óðàâ-
íåíèå:

100x+ z + x = 1921

101x+ z = 1921 = 19 · 101 + 2

x = 19 z = 02
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Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó ïðè äðóãèõ x ÷èñëî z îêà-
æåòñÿ òðåõçíà÷íûì.

á) Åñëè ÷èñëî x ïîëó÷åíî èç y âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

y = 100z + x

2x+ 100z = 1921.

Íî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷¼òíàÿ, à ïðàâàÿ � íå÷¼òíàÿ, çíà-
÷èò, óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: à) 1902; á) íåò ðåøåíèé

B Çàäà÷à 9. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàíà ôèãóðà, ãðàíè-
öà êîòîðîé ñîñòîèò èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ è äóã îêðóæíî-
ñòåé. Ïîñòðîéòå íà êëåò÷àòîé áóìàãå êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî
â øåñòü ðàç ìåíüøå ïëîùàäè íàðèñîâàííîé ôèãóðû.

Ðåøåíèå:

Ïëîùàäü íàðèñîâàííîé ôèãóðû ðàâíà S = 8 + 4 = 12 êëåòîê (8
ïîëíîöåííûõ è 4 ñîáðàííûõ èç ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè è "ëóíêè"),
çíà÷èò, ïëîùàäü èñêîìîãî êâàäðàòà ðàâíà 12/6 = 2. Íà êëåò÷àòîé
áóìàãå òàêîé êâàäðàò èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îòâåò:

B Çàäà÷à 10. Ñêîëüêî åäèíèö â çàïèñè ÷èñëà

9 + 99 + 999 + · · ·+ 999...9︸ ︷︷ ︸
1921
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Ðåøåíèå:

9+99+999+· · ·+999...9︸ ︷︷ ︸
1921

= 10−1+102−1+103−1+· · ·+101921−1 =

(10 + 102 + 103 + · · ·+ 101921)− 1921 = 11 . . . 10︸ ︷︷ ︸
1922

−1921

ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èòàíèè ìîãóò èçìåíèòüñÿ òîëüêî ïîñëåäíèå
ïÿòü öèôð ÷èñëà:

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1917

11110− 1921 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1917

09189

Â ýòîì ÷èñëå, î÷åâèäíî, 1918 åäèíèö.
Îòâåò: 1918

6 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèõ 20210 íå äåëÿùèõñÿ íè íà 17, íè íà 113.
Ðåøåíèå:
Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2021 äåëèòñÿ íà
17, íà 113 è íà îáà ýòè ÷èñëà îäíîâðåìåííî:

20210 = 1188 · 17 + 14

20210 = 178 · 113 + 96

20210 = 10 · 1921 + 1000
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Òàêèì îáðàçîì, 1188 ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 17, 178 ÷èñåë äåëÿòñÿ íà
113, è 10 ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 17 · 117 = 1921. (÷òîáû îíî íå ïîñ÷è-
òàëîñü äâàæäû, åãî íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç îáùåãî êîëè÷åñòâà).
Òîãäà ÷èñåë, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà 17, íè íà 113, ïîëó÷èòñÿ

20210− (1188 + 178− 10) = 18854

Îòâåò: 18854

B Çàäà÷à 2. Ñðåäíèé âîçðàñò 11 èãðîêîâ ôóòáîëüíîé êîìàíäû
íà 1 ãîä áîëüøå, ÷åì ñðåäíèé âîçðàñò 10 ôóòáîëèñòîâ áåç êàïè-
òàíà. Íà ñêîëüêî ëåò âîçðàñò êàïèòàíà áîëüøå ñðåäíåãî âîçðàñòà
êîìàíäû?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü m � ñðåäíèé âîçðàñò 10 ôóòáîëèñòîâ áåç êàïèòàíà, m + 1
� ñðåäíèé âîçðàñò 11 ôóòáîëèñòîâ. Òîãäà âîçðàñò êàïèòàíà áóäåò
ðàâåí

11(m+ 1)− 10m = m+ 11,

à ðàçíèöà ìåæäó âîçðàñòîì êàïèòàíà è ñðåäíèì âîçðàñòîì îñòàëü-
íîé êîìàíäû ðàâíà

m+ 11−m = 11ëåò

Îòâåò: 11 ëåò
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B Çàäà÷à 3. Â ïóñòûõ êëåòêàõ íà ðèñóíêå ïðîñòàâèòü òàêèå
÷èñëà, ÷òîáû âñå 4 ãîðèçîíòàëüíûõ è 4 âåðòèêàëüíûõ ðàâåíñòâà
áûëè âåðíû.

Ðåøåíèå:
Íà÷í¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿòü òàáëèöó ñî ñòðîêè èëè ñòîëá-
öà, â êîòîðûõ èìååòñÿ âñåãî îäíà ïóñòàÿ êëåòêà. Íàïðèìåð:
1) ×åòâ¼ðòûé ñòîëáåö: : â îñòàâøóþñÿ ïóñòîé êëåòêó íåîáõîäèìî
ïîñòàâèòü 7;
2) Âòîðàÿ ñòðîêà: : â îñòàâøóþñÿ ïóñòîé êëåòêó íåîáõîäèìî ïî-
ñòàâèòü 4;
3) Ïåðâûé ñòîëáåö: 7;
4) Òðåòüÿ ñòðîêà: 5;
5) ×åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà: 3;
6) Âòîðîé ñòîëáåö: 2;
7) Ïåðâàÿ ñòðîêà: 4.

Îòâåò:

B Çàäà÷à 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå x+S(x) = 2021, ãäå S(x) � ñóììà
öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x.
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Ðåøåíèå:
Ñ îäíîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî x < 2021. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà
öèôð èñêîìîãî ÷èñëà S(x) ≤ 28 (çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè x =
1999). Ñ äðóãîé ñòîðîíû

2021 = x+ S(x) ≤ x+ 28⇒ x ≥ 1993

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâûõ äâóõ öèôð ÷èñëà âîçìîæíî âñåãî äâà
âàðèàíòà. Ðàññìîòðèì èõ: à) x = 20ab, S(x) = 2+a+b. Óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä

2000 + 10a+ b+ 2 + a+ b = 2021

11a+ 2b = 19

a = 1, b = 4

Îòñþäà x = 2014.
á) x = 19ab, S(x) = 10 + a+ b. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

1900 + 10a+ b+ 10 + a+ b = 2021

11a+ 2b = 111

a = 9, b = 6.

Ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò.ê. a ≤ 9, à ïðè ìåíüøèõ a ÷èñëî b
îêàæåòñÿ áîëüøå 9. Îòñþäà x = 1996.

B Çàäà÷à 5. Ñóììà äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 2021. Åñëè ó
îäíîãî èç ñëàãàåìûõ çà÷åðêíóòü
à) ïîñëåäíèå äâå öèôðû;
á) ïåðâûå äâå öèôðû,
òî ïîëó÷èòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ.
Ðåøåíèå:

x+ y = 2021
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Åñëè áîëüøåå ÷èñëî � òðåõçíà÷íîå, à ìåíüøåå, ñîîòâåòñòâåííî,
îäíîçíà÷íîå, òî

y + x ≤ 999 + 9 = 1008 < 2021,

òî åñòü íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïóñòü y � ÷åòûðåõ-
çíà÷íîå ÷èñëî, à x � äâóõçíà÷íîå.
à) Åñëè ÷èñëî x ïîëó÷åíî èç y âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

y = 100x+ z,

ãäå z � äâóçíà÷íîå èëè îäíîçíà÷íîå. Ïîäñòàâèì åãî â íàøå óðàâ-
íåíèå:

10x+ z + x = 2021

101x+ z = 2021 = 101 · 20 + 1

x = 20 z = 01

Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó ïðè äðóãèõ x ÷èñëî z îêà-
æåòñÿ òðåõçíà÷íûì. Òàêèì îáðàçîì y = 2001, x = 20.
á) Åñëè ÷èñëî x ïîëó÷åíî èç y âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

y = 100z + x

2x+ 100z = 2021

Íî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷¼òíàÿ, à ïðàâàÿ � íå÷¼òíàÿ, çíà-
÷èò, óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: à) 2001; á) íåò ðåøåíèé

B Çàäà÷à 6. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàíà ôèãóðà, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîñòîèò èç äóã îêðóæíîñòåé îäíîãî ðàäèóñà. Ïîñòðîéòå
íà êëåò÷àòîé áóìàãå êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò 50 %
ïëîùàäè íàðèñîâàííîé ôèãóðû.
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Ðåøåíèå:
Ïëîùàäü íàðèñîâàííîé ôèãóðû ðàâíà S = 8 + 8 = 12 êëåòîê (8
ïîëíîöåííûõ è 8 ñîáðàííûõ èç ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè è "ëóíêè"),
çíà÷èò, ïëîùàäü èñêîìîãî êâàäðàòà ðàâíà 16/2 = 8. Íà êëåò÷àòîé
áóìàãå òàêîé êâàäðàò èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îòâåò:

B Çàäà÷à 7. Äëèíà óäàâà â �ïîïóãàÿõ� ñîñòàâèëà 48, à åãî æå
äëèíà â �ñëîíåíêàõ� � òîëüêî 3. ×åìó ðàâíà äëèíà óäàâà â �ìàð-
òûøêàõ�, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíà ñëîíåíêà â �ìàðòûøêàõ� ðàâ-
íà äëèíå ìàðòûøêè â �ïîïóãàÿõ�?
Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì äëèíó óäàâà çà u, ïîïóãàÿ � p, ñëîí¼íêà � s, ìàðòûøêè
� m. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

u = 48p = 3s

s = x ·m, m = x · p.

Òîãäà
s = x2 · p⇒ u = 3x2 · p = 48p

Îòñþäà ïîëó÷àåì

x = 4⇒ u = 3s = 3x ·m = 12m,

òî åñòü äëèíà óäàâà â ìàðòûøêàõ ðàâíà 12.
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Îòâåò: 12 ìàðòûøåê

B Çàäà÷à 8. Ñêîëüêî åäèíèö â çàïèñè ñëåäóþùåãî ÷èñëà

99..9︸︷︷︸
1921

+99..9︸︷︷︸
1922

+ · · ·+ 99..9︸︷︷︸
2021

Ðåøåíèå:

99..9︸︷︷︸
1921

+99..9︸︷︷︸
1922

+ · · ·+ 99..9︸︷︷︸
2021

= 101921 − 1 + 101921 + · · ·+ 102021 − 1 =

101921 + 101922 + · · ·+ 102021 − 101 =

101921(1 + 10 + · · ·+ 10100)− 101 =

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
101

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
1921

−101 = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
100

9 . . . 9899︸ ︷︷ ︸
1922

Îòâåò: 100

B Çàäà÷à 9. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî ìàòåìàòèêå â øåñòîì êëàññå
ñîñòîÿëà èç çàäà÷è, óðàâíåíèÿ è ÷èñëåííîãî ïðèìåðà. Ðàáîòó ïè-
ñàëè 36 ó÷åíèêîâ. Ïðàâèëüíî ðåøèëè òîëüêî çàäà÷ó 2 ÷åëîâåêà,
òîëüêî óðàâíåíèå � 4, òîëüêî ïðèìåð � 7. Íå ðåøèëè òîëüêî çàäà-
÷ó 8 ÷åëîâåê, òîëüêî óðàâíåíèå � 5, òîëüêî ïðèìåð � 3. Îñòàëüíûå
âûïîëíèëè ðàáîòó ïðàâèëüíî. Ñêîëüêî òàêèõ ó÷åíèêîâ?
Ðåøåíèå:
Ó÷åíèêè, íå ðåøèâøèå òîëüêî çàäà÷ó ðåøèëè âåðíî è ïðèìåð, è
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óðàâíåíèå; íå ðåøèâøèå òîëüêî óðàâíåíèå ðåøèëè âåðíî è ïðè-
ìåð, è çàäà÷ó; íå ðåøèâøèå òîëüêî ïðèìåð ðåøèëè âåðíî è çàäà-
÷ó, è óðàâíåíèå. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ó÷åíèêîâ â
êëàññå ïî ðåø¼ííûì çàäàíèÿì, è êîòîðîãî âèäíî, ÷òî

n+ 2 + 5 + 7 + 3 + 8 + 4 = 36

n = 36− 29 = 7

Îòâåò: 7 ó÷åíèêîâ

B Çàäà÷à 10. Òðåòü êíèæíîé ïîëêè çàíèìàþò ñëîâàðè òîëùè-
íîé 19 ìì, à îñòàâùóþñÿ ÷àñòü � ýíöèêëîïåöèè òîëùèíîé 23 ìì.
Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà ïîëêè è ñêîëüêî êíèã íà
íåé ñòîèò?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü m � êîëè÷åñòâî ñëîâàðåé, n � êîëè÷åñòâî òîìîâ ýíöèêëîïå-
äèè, òîãäà âñå ñëîâàðè çàíèìàþò 19m ìì, à ýíöèêëîïåäèè - 23n
ìì, ïðè÷¼ì ýíöèêëîïåäèè çàíèìàþò íà ïîëêå ìåñòà â äâà ðàçà
áîëüøå, ÷åì ñëîâàðè, òî åñòü

2 · 19m = 23n.

Ïîñêîëüêó m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à 38 è 23 âçàèìíî ïðîñòû,
ïîëó÷àåì, ÷òî

m = 23 n = 38

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êíèã. Òîãäà äëèíà ïîëêè

l = 3 · 19m = 1311ìì = 131, 1ñì,

à êîëè÷åñòâî òîìîâ m+ n = 61.
Îòâåò: 61 òîì íà ïîëêå äëèíîé 131,1ñì

7 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Íàéòè âñå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå îäíî-
âðåìåííî äåëÿòñÿ íà 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15.
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Ðåøåíèå:
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ çàäà÷è, äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 5, 7, 8 è 9, à ïîñêîëüêó ýòè ÷èñëà óæå
âçàèìíî ïðîñòû, òî íàøå ÷èñëî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 5 · 7 · 8 · 9 =
2520. Ïîäîáíûõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ðîâíî òðè:

N1 = 2520, N2 = 2 · 2520 = 5040, N3 = 3 · 2520 = 7560

Îòâåò: 2520, 5040, 7560

B Çàäà÷à 2. Â ñåäüìîì êëàññå êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ ïÿòüþ
äåâî÷êàìè è øåñòüþ ìàëü÷èêàìè, à êàæäàÿ äåâî÷êà äðóæèò ñ
øåñòüþ ìàëü÷èêàìè è ïÿòüþ äåâî÷êàìè. Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ
ó÷èòñÿ â ñåäüìîì êëàññå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ íå áîëüøå 30?

Ðåøåíèå:
Ïóñòü â êëàññå ó÷èòñÿ m ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê. Ïîäñ÷èòàåì,
ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü äðóæåñêèõ ïàð "ìàëü÷èê-äåâî÷êà". Òàê
êàê êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ 5-þ äåâî÷êàìè, òî ÷èñëî ïàð ðàâ-
íî 5m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êàæäàÿ èç n äåâî÷åê äðóæèò
ñ 6-þ ìàëü÷èêàìè, òî òàêèõ ïàð � 6n. Èìååì 5m = 6n, îòêóäà
n = 5k, m = 6k, ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
÷èñëî øêîëüíèêîâ â 7-îì êëàññå n +m = 11k äåëèòñÿ íà 11. Ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ, êàæäûé ïÿòèêëàññíèê èìååò 11 äðóçåé â êëàññå.
Ïîýòîìó ÷èñëî ó÷åíèêîâ áîëüøå 11. À òàê êàê ïî óñëîâèþ èõ íå
áîëüøå 30, òî ýòî ÷èñëî 22.

Îòâåò: 22

B Çàäà÷à 3. Ïðî ÷èñëà a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî a = bcd, a+b = cd,
a+ b+ c = d, a+ b+ c+ d = 1. ×åìó ðàâíî 1

a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
?

Ðåøåíèå:

{
a+ b+ c− d = 0

a+ b+ c+ d = 1
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Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå è ïîëó÷èì d = 1
2{

a+ b = 1
2
c

a+ b+ c = 1
2

⇒ 1

2
c+ c =

1

2
⇒ c =

1

3

Ïîäñòàâëÿÿ â îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî{
a = 1

6
b

a+ b = 1
6

⇒ b =
1

7
, a =

1

42

Òîãäà
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
= 42 + 7 + 3 + 2 = 54

Îòâåò: 54

B Çàäà÷à 4.Øåñòóþ ÷àñòü êíèæíîé ïîëêè çàíèìàþò êíèãè òîë-
ùèíîé 12 ìì, òðåòü � êíèãè òîëùèíîé 15 ìì, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü
� êíèãè òîëùèíîé 18 ìì. Âñå êíèãè ðàçíûå. Èâàí ìåíüøå ÷åì çà
ìåñÿö ïðî÷¼ë èõ âñå, ÷èòàÿ ïî îäíîé êíèãå â äåíü. Ñêîëüêî êíèã
ñòîèò íà ïîëêå è êàêîâà äëèíà ïîëêè?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî êíèã òîëùèíîé 12ìì, m � 15ìì, k � 18ìì.
Êíèãè ïåðâîãî òèïà çàíèìàþò íà ïîëêå â äâà ðàçà ìåíüøå ìåñòà,
÷åì êíèãè âòîðîãî òèïà, çíà÷èò

2 · 12n = 15m.

Êíèãè òðåòüåãî òèïà çàíèìàþò ïîëîâèíó ïîëêè, çíà÷èò

3 · 15m = 2 · 18k.

Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî Èâàí ïðî÷¼ë èõ âñå ìåíüøå ÷åì çà ìåñÿö,
÷èòàÿ ïî îäíîé â äåíü, çíà÷èò m+ n+ k < 31.{

8n = 5m

5m = 4k
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå ÷èñëà � íàòóðàëüíûå, âèäèì, ÷òî m äîëæ-
íî äåëèòüñÿ íà 8.
Åñëè m = 8, òî n = 5, k = 10 è n + m + k = 23 < 31. Åñëè æå
m = 8k, k > 1, òî íåðàâåíñòâî óæå íå âûïîëíÿåòñÿ, à çíà÷èò,
ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Äëèíà ïîëêè ïðè ýòîì ðàâíà

l = 6 · 12n = 360ìì = 36ñì

Îòâåò: 23 êíèãè íà ïîëêå äëèíîé 36ñì

B Çàäà÷à 5. Êàê êâàäðàòíûé êóñîê áóìàãè ñëîæèòü òàê, ÷òîáû
ïîñëå îäíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ðàçðåçà ïîëó÷èëîñü ÷åòûðå êâàä-
ðàòà?
Ðåøåíèå:

B Çàäà÷à 6. Íå áîëåå 100, íî íå ìåíåå 50 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
çàïèñàíû ïî êðóãó. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä èäó-
ùèõ ÷èñåë îäíà è òà æå. Êàêîâî íàèáîëüøåå èç âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé íàïèñàííûõ ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë
ðàâíà 1921.
Ðåøåíèå:
Ïîñêîëüêó âñå ñóììû ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ðàâíû, ò.å.

a1+a2+a3 = a2+a3+a4 = a3+a4+a5 = · · · = an+1+an+a1 = an+a1+a2,
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ïîëó÷àåì
a1 = a4 = a7 = . . .

a2 = a5 = a8 = . . .

a3 = a6 = a9 = . . .

Åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñåë íå êðàòíî òð¼ì, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé; åñëè æå n = 3k, òî çíà÷åíèÿ
äëÿ êàæäîé öåïî÷êè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.
Â ñëó÷àå, åñëè ïî êðóãó çàïèñàíû ðàâíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 1921, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ÷èñëà áûëè íàòóðàëüíûìè, èõ
êîëè÷åñòâî äîëæíî ðàâíÿòüñÿ 17 èëè 113 (èëè 1921), ÷òî íå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 3k è îáî-
çíà÷èì

a1 = a4 = a7 = · · · = a

a2 = a5 = a8 = · · · = b

a3 = a6 = a9 = · · · = c,

à êîëè÷åñòâî òðîåê ýòèõ ÷èñåë � ÷åðåç k (17 ≤ k ≤ 33). Òîãäà

1921 = 17 · 113 = a1 + · · ·+ an = (a+ b+ c) · k.

Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå äëÿ k = 17, îòêóäà

n = 51, a+ b+ c = 113.

×èñëà a, b, c, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå, è åñëè
ìû õîòèì íàéòè íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷èñëà, âñòðå÷à-
þùåãîñÿ â çàïèñè, ñëåäóåò âçÿòü a = 1, b = 1, c = 111.
Îòâåò: 111

B Çàäà÷à 7. Â êâàäðàòå 3 × 3 çàïîëíèòå 9 êëåòîê ðàçëè÷íûìè
öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë ïî
êàæäîé ñòðîêå, êàæäîìó ñòîëáöó è äèàãîíàëÿì êâàäðàòà áûëè
îäèíàêîâûìè è ðàâíÿëèñü 456.
Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì ñóììû ïî ñòðîêàì, ñòîëáöàì è äèàãîíÿëàì çà l, òîãäà
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a1 a2 a3
a4 a5 a6
a7 a8 a9

ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû áóäåò ðàâíà 3l. Åñëè òåïåðü ñëî-
æèòü âñå ñòðîêè, âñå ñòîëáöû, äâå äèàãîíàëè è ïîâòîðíî âòîðóþ
ñòðîêó è âòîðîé ñòîëáåö, òî êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû âñòðåòèòñÿ
â ýòîé ñóììå òðè ðàçà, à ñðåäíèé ýëåìåíò � åù¼ òðè ñâåðõ òîãî:

(a1+a2+a3)+2·(a4+a5+a6)+(a7+a8+a9)+(a1+a4+a7)+2·(a2+a5+a8)+

+(a3 + a6 + a9) + (a1 + a5 + a9) + (a3 + a5 + a7) = 3S + 3a5.

Ïîñêîëüêó ñóììû âî âñåõ ñêîáêàõ ðàâíû, ïîëó÷àåì

10l = 3 · 3l + 3a5 ⇒ a5 =
l

3
.

Åñëè òåïåðü îñòàâèòü ïåðâûå äâà ýëåìåíòà ïðîèçâîëüíûìè, à
îñòàëüíûå íàéòè èç óñëîâèé çàäà÷è, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàá-
ëèöó:
Òåïåðü ìîæíî ïðèäàòü ïåðâûì äâóì ýëåìåíòàì ëþáûå çíà÷åíèÿ,

a1 a2 l − a1 − a2
4l
3
− 2a1 − a2 l

3
2a1 + a2 − 2l

3

a1 + a2 − l
3

2l
3
− a2 2l

3
− a1

ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå ýëåìåíòû òàáëèöû îñòàíóòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíûìè. Íàïðèìåð

114 304 38
76 152 228
266 0 190

Îòâåò:
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B Çàäà÷à 8. Äâîå ÷àñîâ íà÷àëè áèòü îäíîâðåìåííî. Ïåðâûå áüþò
÷åðåç êàæäûå 2 ñåêóíäû, âòîðûå ÷åðåç êàæäûå 3 ñåêóíäû. Âñå-
ãî áûë íàñ÷èòàí 1921 óäàð (ñëèâøèåñÿ óäàðû âîñïðèíèìàþòñÿ
êàê îäèí). Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîøëî ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì
óäàðàìè? Óäàð ñ÷èòàòü ìãíîâåííûì.
Ðåøåíèå:
Ïðîèëëþñòðèðóåì óäàðû ÷àñîâ:
Âèäíî, ÷òî îáùàÿ êàðòèíà óäàðîâ ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ

â 6 ñåêóíä, ïðè÷¼ì çà êàæäûé ïðîìåæóòîê ñëûøíî ÷åòûðå óäàðà.

1921 = 480 · 4 + 1,

çíà÷èò, çà âñ¼ âðåìÿ, ÷òî áèëè ÷àñû, ïðîøëî 480 ïåðèîäîâ, è
îñòàëñÿ åù¼ îäèí ñäâîåííûé óäàð, ïðèøåäøèéñÿ íà íà÷àëî ñëåäó-
þùåãî ïåðèîäà, íî ïîñêîëüêó óäàð ñ÷èòàåòñÿ ìãíîâåííûì, íîâûõ
ñåêóíä îí íå äîáàâèë. Îòñþäà ïîëó÷àåì

t = 6 · 480ñåê = 48ìèí.

Îòâåò: 48 ìèíóò
B Çàäà÷à 9. Íà êíèæíîé ïîëêå ó Çíàéêè ñòîèò èñòîðèÿ Öâå-
òî÷íîãî ãîðîäà â 10 òîìàõ, òîìà èäóò ïî ïîðÿäêó ñëåâà íàïðàâî.
Òîëùèíà ïåðâîãî òîìà � 2,1 ñì, âòîðîãî � 2,2 ñì, òðåòüåãî � 2,3
ñì è ò.ä., äåñÿòîãî � 3 ñì. Êíèæíûé ÷åðâÿê ïðîïîëç îò ïåðâîé
ñòðàíèöû ïåðâîãî òîìà äî ïîñëåäíåé ñòðàíèöû äåñÿòîãî òîìà (ïî
ïðÿìîé ëèíèè). Êàêîé ïóòü îí ïðîäåëàë? Òîëùèíà îáëîæêè � 2
ìì.
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Ðåøåíèå:
Ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ êíèã ïóòü ÷åðâÿêà ïðîëåãàë ÷åðåç îäíó
îáëîæêó ïåðâîãî òîìà, âñå òîìà ñî âòîðîãî ïî äåâÿòûé, è îäíó
îáëîæêó äåñÿòîãî òîìà. Èòîãî, íà ïóòè ÷åðâÿêà âñòðåòèëîñü 2
îáëîæêè è

2, 2 + 2, 3 + ..+ 2.9 =
2, 2 + 2, 9

2
· 8 = 20, 4 ñì êíèã.

Äëèíà ïóòè ÷åðâÿêà ñîñòàâèëà

l = 20, 4 + 0, 4 = 20, 8 ñì

Îòâåò: 20,8 ñì

B Çàäà÷à 10. Äëÿ ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå �ÒÈÈÌ�
2021� áûëî ïðèãîòîâëåíî êîíôåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âìåñòå áó-
ëî÷åê è ñòàêàíîâ ÷àÿ. Êàæäûé ó÷àñòíèê ñúåë ïî êîíôåòå è âû-
ïèë ïî ñòàêàíó ÷àþ, ïîñëå ÷åãî îñòàëîñü ñòàêàíîâ ÷àÿ è êîíôåò
âìåñòå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî áóëî÷åê. Îñòàëñÿ ëè åù¼ ÷àé?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî êîíôåò, y � êîëè÷åñòâî ñòàêàíîâ ÷àÿ, z �
êîëè÷åñòâî áóëî÷åê, n � êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ. Òîãäà{

x = y + z

(x− n) + (y − n) = z

y + z − n+ y − n = z

2y = 2n⇒ y = n,
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òî åñòü êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ñòàêàíîâ ÷àÿ.
Çíà÷èò, ÷àé çàêîí÷èëñÿ.
Îòâåò: íåò, ÷àé çàêîí÷èëñÿ.

8 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 1921 â âèäå ñóììû äâóõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå êîòîðûõ ìàêñèìàëü-
íî.
Ðåøåíèå:

a+ b = 1921⇒ b = 1921− a
Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò èõ ïðîèçâåäå-
íèÿ:

ÍÎÊ(a, b) ≤ a · b = a(1921− a) =
(
1921

2

)2

−
(
1921

2
− a
)2

.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 1921
2

/∈
N, ïîýòîìó ðàññìîòðèì áëèæàéøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî: a = 960
(äëÿ a = 961 ðåçóëüòàò áóäåò òàêîé æå). Â ýòîì ñëó÷àå

ÍÎÊ(a, b) = ÍÎÊ(960, 961) = 960 · 961,

ò.ê. ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû, à çíà÷èò, èìåííî ó ýòèõ ÷èñåë íàè-
ìåíüøåå êðàòíîå äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
Îòâåò: 960 + 961

B Çàäà÷à 2. Âî âñåõ êëåòêàõ ïîñòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå 8 ðàâåíñòâ. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ýòà
çàäà÷à?
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Ðåøåíèå:
Ñíà÷àëà çàïîëíèì êëåòêè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî, ïîñëå ÷åãî âî âòîðóþ êëåòêó ïåðâîé ñòðîêè ïîäñòàâèì
ïåðåìåííóþ x è ïîäñ÷èòàåì îòíîñèòåëüíî íå¼ îñòàëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êàðòèíó: Ò.ê. âñå ÷èñëà, ñòîÿùèå â

êëåòêàõ, íàòóðàëüíûå, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà x:

x ≥ 1, 7− x ≥ 1⇒ 1 ≤ x ≤ 6,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à èìååò 6 ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé.

Îòâåò: 6

B Çàäà÷à 3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî, êîòîðîå èìååò ðîâíî
2021 äåëèòåëü.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå äåëè-
òåëè:

N = pβ11 p
β2
2 . . . pβnn

Ïîñêîëüêó âñå äåëèòåëè ÷èñëà N ñîñòîÿò èç òåõ æå ïðîñòûõ ÷è-
ñåë, è ñòåïåíü êàæäîãî èç íèõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå
îò 0 äî βi, îáùåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

D = (β1 + 1)(β2 + 1) . . . (βn + 1)
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Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

D = 2021 = 43 · 47,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî èìååò íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîñêîëüêó íàì òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå
òàêîå ÷èñëî, â êà÷åñòâå ýòèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ìû áóäåì áðàòü
íàèìåíüøèå: 2 è 3. Åñëè äåëèòåëü îäèí, òî β1 = 2021, à ñàìî
÷èñëî N = 22020. Åñëè æå äåëèòåëåé äâà, òî β1 = 42, β2 = 46, à
÷èñëî èìååò âèä N = 242 · 346 èëè N = 246 · 342. Ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ
ýòèõ òð¼õ ÷èñåë, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì, ÷òî íàèìåíüøåå èç íèõ
ðàâíî 246 · 342.
Îòâåò: 246 · 342

B Çàäà÷à 4. Ðàñøèôðóéòå ðåáóñ, â êîòîðîì ðàçíûì áóêâàì ñî-
îòâåòñòâóþò ðàçíûå öèôðû:

Îòâåò: 52647 : 109 = 483

B Çàäà÷à 5. 48 êóçíåöîâ äîëæíû ïîäêîâàòü 60 ëîøàäåé. Êàêîå
íàèìåíüøåå âðåìÿ îíè çàòðàòÿò íà ðàáîòó, åñëè êàæäûé êóçíåö
òðàòèò íà îäíó ïîäêîâó 5 ìèí? (Ó÷òèòå, ÷òî ëîøàäü íå ìîæåò
ñòîÿòü íà äâóõ íîãàõ).

Ðåøåíèå:
ßñíî, ÷òî çàòðà÷åííîå âðåìÿ íå ìåíüøå ÷åì (60 · 4) : 48 = 5, ò.å.
25 ìèí. Ðàçîáüåì êóçíåöîâ è ëîøàäåé íà 12 ãðóïï, ïî 4 êóçíåöà
è 5 ëîøàäåé â êàæäîé, è ðàñïðåäåëåíèå ðàáîòû â êàæäîé ãðóïïå
ïðåäñòàâèì òàáëèöåé, â êîòîðîé, íàïðèìåð, öèôðà 3, ñòîÿùàÿ íà
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ê \ë 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 5 1 2 3 4
3 4 5 1 2 3
4 3 4 5 1 2

ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè 2 ñî ñòîëáöîì 4, îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå 3-é
ïÿòèìèíóòêè êóçíåö ïîäêîâûâàåò 4-þ ëîøàäü
Òàê êàê ÷èñëà, ñòîÿùèå â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå,
ðàçëè÷íû, òî â òå÷åíèå êàæäîé ïÿòèìèíóòêè êàæäûé êóçíåö ðà-
áîòàåò ðîâíî ñ îäíîé ëîøàäüþ. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âñÿ ðàáîòà
áóäåò âûïîëíåíà çà 25 ìèíóò.
Îòâåò: 25 ìèíóò

B Çàäà÷à 6. Äàíû îòðåçêè äëèíîé |a| =
√
19, |b| =

√
21.Ñ ïîìî-

ùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå îòðåçîê l : |l| =
√
2021.

Ðåøåíèå:
Ïîñòðîèì îòðåçêè äëèíîé

|c| =
√
19 +

√
21, |d| =

√
21−

√
19,

òîãäà √
|c| · |d| =

√
21− 19 =

√
2.

×òîáû ïîñòðîèòü îòðåçîê òàêîé äëèíû, âîçüì¼ì îêðóæíîñòü ñ
äèàìåòðîì |c| + |d| , è âîññòàâèì ïåðïåíäèêóëÿð ê íåìó â òî÷êå
"ñòûêîâêè" îòðåçêîâ:
Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè îòðåçîê äëèíû |e| =

√
2, íåòðóäíî ïîñòðî-

èòü îòðåçîê äëèíû 2 è, ïîäåëèâ åãî ïîïîëàì, ïîëó÷èòü åäèíè÷íûé
îòðåçîê. Äàëåå èñêîìûé îòðåçîê ìîæíî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, òåì
æå ìåòîäîì, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòðåçêà
|e| =

√
2, òîëüêî âçÿâ îêðóæíîñòü äèàìåòðîì 2022 è ðàçáèâ åãî

íà ÷àñòè 2021 è 1.

B Çàäà÷à 7. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, åñëè èç ÷åòûð¼õ
óòâåðæäåíèé
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1) m− n äåëèòñÿ íà 3;
2) m+ 2n � ïðîñòîå ÷èñëî;
3) m = 4n− 1;
4) m+ 7 äåëèòñÿ íà n;
òðè èñòèííû, à îäíî ëîæíî.
Ðåøåíèå:
Çàìåíèì, ÷òî óñëîâèÿ 1) è 3) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåí-
íî. Íà ñàìîì äåëå,

4n−m = 3n+ (n−m) = 1,

è åñëè óñëîâèå 1) âûïîëíÿåòñÿ, òî ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 3, à
ïðàâàÿ � íåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 3), òî

m− n = 3n− 1,

òî åñòü íå äåëèòñÿ íà 3.
Ò.ê. ñðåäè óñëîâèé åñòü âñåãî îäíî ëîæíîå, ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî óñëîâèÿ 2) è 4) äîëæíû áûòü èñòèííûìè. Ðàññìîòðèì äâà
âàðèàíòà:
à) Ëîæíî óñëîâèå 1):
Ïðîâåðèì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå m è n, äëÿ êîòîðûõ áóäóò èñ-
òèííû îñòàëüíûå óñëîâèÿ. Ïîñòàâèì óñëîâèå 3) â óñëîâèå 4):

m+ 7 = 4n+ 6
...n⇒ 6

...n,

ò.å. n = 1, 2, 3, 6. Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü èñòèííîñòü óñëîâèÿ 2):

n = 1, m = 3⇒ m+ 2n = 5;
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n = 2, m = 7⇒ m+ 2n = 11;

n = 3, m = 11⇒ m+ 2n = 17;

n = 6, m = 23⇒ m+ 2n = 35.

Íàì ïîäõîäÿò âñå ñëó÷àè, êðîìå ïîñëåäíåãî.
á) Ëîæíî óñëîâèå 3):
Èç óñëîâèÿ 1) m = n+ 3k. Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå 2), ïîëó÷èì

m+ 2n = 3n+ 3k
... 3.

Åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ýòî ÷èñëî âñ¼ æå áóäåò ïðîñòûì,
ðåàëèçóåòñÿ ïðè m = n = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
4) òàêæå èñòèííî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè â îáùåé ñëîæíîñòè ÷åòûðå ðåøå-
íèÿ.
Îòâåò: (1;1),(3;1),(7;2),(11;3)

B Çàäà÷à 8. Íà êíèæíîé ïîëêå ó Çíàéêè ñòîèò èñòîðèÿ Öâå-
òî÷íîãî ãîðîäà â 10 òîìàõ, òîìà èäóò ïî ïîðÿäêó ñëåâà íàïðàâî.
Òîëùèíà ïåðâîãî òîìà � 2,1 ñì, âòîðîãî � 2,2 ñì, òðåòüåãî � 2,3
ñì è ò.ä., äåñÿòîãî � 3 ñì. Êíèæíûé ÷åðâÿê ×óê ïðîãðûç îò ïåð-
âîé ñòðàíèöû ïåðâîãî òîìà äî ïîñëåäíåé ñòðàíèöû äåñÿòîãî òîìà
(ïî ïðÿìîé ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíî îáëîæêå), à åãî áðàò Ãåê ïðî-
ãðûç îò ïåðâîé ñòðàíèöû ïîñëåäíåãî òîìà äî ïîñëåäíåé ñòðàíè-
öû ïåðâîãî òîìà (ïî ïðÿìîé ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíî îáëîæêå).
Êàêîé ÷åðâÿê ïðîäåëàë áîëüøèé ïóòü è íà ñêîëüêî? Òîëùèíà
îáëîæêè � 2 ìì.
Ðåøåíèå:
Ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ êíèã ïóòü ×óêà ïðîëåãàë ÷åðåç îäíó
îáëîæêó ïåðâîãî òîìà, âñå òîìà ñî âòîðîãî ïî äåâÿòûé, è îäíó
îáëîæêó äåñÿòîãî òîìà. Èòîãî, íà ïóòè ÷åðâÿêà âñòðåòèëîñü 2
îáëîæêè è âîñåìü ïîëíûõ òîìîâ, òî åñòü

2, 2 + 2, 3 + ..+ 2.9 =
2, 2 + 2, 9

2
· 8 = 20, 4 ñì êíèã.
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Äëèíà ïóòè ×óêà ñîñòàâèëà

l = 20, 4 + 0, 4 = 20, 8 ñì.

Ãåê, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîãðûç âñå äåñÿòü òîìîâ, íå ñ÷èòàÿ äâóõ
êðàéíèõ îáëîæåê, à çíà÷èò, åãî ïóòü ñîñòàâèë

2, 1 + 3

2
· 10− 2 · 0, 2 = 25, 1 ñì.

Êàê âèäèì, ïóòü Ãåêà íà 4,7ñì áîëüøå ïóòè ×óêà.
Îòâåò: ïóòü Ãåêà îêàçàëñÿ íà 4,7ñì áîëüøå ïóòè ×óêà

B Çàäà÷à 9. Â êâàäðàòå 3 × 3 çàïîëíèòå 9 êëåòîê ðàçëè÷íûìè
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë ïî êàæäîé ñòðî-
êå, êàæäîìó ñòîëáöó è äèàãîíàëÿì êâàäðàòà áûëè îäèíàêîâûìè
è ðàâíÿëèñü 885.
Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì ñóììû ïî ñòðîêàì, ñòîëáöàì è äèàãîíÿëàì çà l, òîãäà

a1 a2 a3
a4 a5 a6
a7 a8 a9

ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû áóäåò ðàâíà 3l. Åñëè òåïåðü ñëî-
æèòü âñå ñòðîêè, âñå ñòîëáöû, äâå äèàãîíàëè è ïîâòîðíî âòîðóþ
ñòðîêó è âòîðîé ñòîëáåö, òî êàæäûé ýëåìåíò òàáëèöû âñòðåòèòñÿ
â ýòîé ñóììå òðè ðàçà, à ñðåäíèé ýëåìåíò � åù¼ òðè ñâåðõ òîãî:

(a1+a2+a3)+2·(a4+a5+a6)+(a7+a8+a9)+(a1+a4+a7)+2·(a2+a5+a8)+



31

+(a3 + a6 + a9) + (a1 + a5 + a9) + (a3 + a5 + a7) = 3S + 3a5.

Ïîñêîëüêó ñóììû âî âñåõ ñêîáêàõ ðàâíû, ïîëó÷àåì

10l = 3 · 3l + 3a5 ⇒ a5 =
l

3
.

Åñëè îñòàâèòü ïåðâûå äâà ýëåìåíòà ïðîèçâîëüíûìè, à îñòàëüíûå
íàéòè èç óñëîâèé çàäà÷è, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

a1 a2 l − a1 − a2
4l
3
− 2a1 − a2 l

3
2a1 + a2 − 2l

3

a1 + a2 − l
3

2l
3
− a2 2l

3
− a1

Òåïåðü ìîæíî ïðèäàòü ïåðâûì äâóì ýëåìåíòàì ëþáûå çíà÷åíèÿ,
ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå ýëåìåíòû òàáëèöû îñòàíóòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíûìè. Íàïðèìåð

250 100 535
580 295 10
55 490 340

B Çàäà÷à 10. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàíà ôèãóðà, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîñòîèò èç äóã îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 1. Íà ýòîé êëåò-
÷àòîé áóìàãå óêàæèòå âåðøèíû êâàäðàòà, ïëîùàäü êîòîðîãî â 2
ðàçà áîëüøå ïëîùàäè óêàçàííîé ôèãóðû.
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Ðåøåíèå:
Ïëîùàäü íàðèñîâàííîé ôèãóðû ðàâíà S = 8 + 8 = 12 êëåòîê (8
ïîëíîöåííûõ è 8 ñîáðàííûõ èç ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè è "ëóíêè"),
çíà÷èò, ïëîùàäü èñêîìîãî êâàäðàòà ðàâíà 16 · 2 = 32. Íà êëåò-
÷àòîé áóìàãå òàêîé êâàäðàò èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

9 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå√√√√
x+ 20

√
x+ 20

√
x+ ...+ 20

√
x+ 20

√
21x = x

åñëè èçâåñòíî, ÷òî â çàïèñè ëåâîé ÷àñòè êîðåíü êâàäðàòíûé âñòðå-
÷àåòñÿ 1921 ðàç.
Ðåøåíèå:
Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ:
Åñëè 0 < x < 21:

x <
√
21x

21x = x+ 20x < x+ 20
√
21x⇒

√
21x <

√
x+ 20

√
21x

√
x+ 20

√
21x <

√
x+ 20

√
x+ 20

√
21x < · · · <

√
x+ 20

√
x+ · · ·+ 20

√
x+ 20

√
21
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ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå ëåâîé è ðåøåíèé íà ýòîì èíòåðâàëå íåò.
Àíàëîãè÷íî, ïðè x > 21:

x >
√
21x >

√
x+ 20

√
21x > · · · >

√
x+ 20

√
x+ · · ·+ 20

√
x+
√
21x

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü x = 0 è x = 21 è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâî âåðíî.
Îòâåò: x = 0, x = 21

B Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè íàèìåíüøåé ñòåïåíè, èìåþùèé êîðåíü

a =
2√

4− 3 4
√
5 + 2 4

√
25− 4

√
125

Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà α = 4

√
5 è ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùóþ äðîáü,

óìíîæàÿ, ãäå òðåáóåòñÿ, íà ñîïðÿæ¼ííûå âûðàæåíèÿ è ïîìíÿ î
òîì, ÷òî α4 = 5 :

b =
1

α3 − 2α2 + 3α− 4
=

1

(α3 + 3α)− (2α2 + 4)
=

(α3 + 3α) + (2α2 + 4)

α6 + 6α4 + 9α2 − 4α4 − 16α2 − 16
=

=
α3 + 2α2 + 3α + 4

α6 + 2α4 − 7α2 − 16
=

α3 + 2α2 + 3α + 4

5α2 + 10− 7α2 − 16
=

(α3 + 2α2 + 3α + 4)(α2 − 3)

(−2α2 − 6)(α2 − 3)
=

=
α5 − 3α3 + 2α4 − 6α2 + 3α3 − 9α + 4α2 − 12

−2(α4 − 9)
=
α5 + 2α4 − 2α2 − 9α− 12

8
=

=
−2α2 − 4α− 2

8
= −(α + 1)2

4
= −

(
α + 1

2

)2

.

Èñêîìûé êîðåíü

a = 2

√
− 1

α3 − 2α2 + 3α− 4
= 2
√
−b = α + 1 = 1 +

4
√
5
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Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà íà÷í¼ì ñ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, äëÿ ÷å-
ãî âîñïîëüçâåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà:

x1 = 1 +
4
√
5, x2 = 1− 4

√
5⇒ x1 + x2 = 2, x1 · x2 = 1−

√
5

p1(x) = x2 − 2x+ 1−
√
5

×òîáû îêîí÷àòåëüíî èçáàâèòüñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â êîýôôè-
öèåíòàõ, îñòàëîñü äîìíîæèòü ýòîò ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí

p2(x) = x2 − 2x+ 1 +
√
5 :

p(x) = p1(x)p2(x) = (x− 1)4 − 5 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x− 4

Îòâåò: x4 − 4x3 + 6x2 − 4x− 4

B Çàäà÷à 3. Äàí 4ABC : ha, hb, hc � âûñîòû òðåóãîëüíèêà, îïó-
ùåííûå èç âåðøèí A, B, C; α, β, γ � ðàññòîÿíèÿ îò îñíîâàíèé
áèññåêòðèñ óãëîâ A, B, C äî åãî ñòîðîí. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ α

hα
+ β

hβ
+ γ

hγ
.

Ðåøåíèå:

A

B

C

a
α

α

c

b

A1

AA1 � áèññåêòðèñà óãëà A, α � ðàññòîÿíèå îò A1 äî ñòîðîí AB è
AC. Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

SABC = SAA1B + SAA1C ,

è âû÷èñëèòü êàæäóþ èç ïëîùàäü êàê ïîëóïðîèçâåäåíèå ñîîòâåò-
ñâóþùèõ îñíîâàíèÿ è âûñîòû:

aha
2

=
cα

2
+
bα

2
,
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îòêóäà ïîëó÷àåì
α

ha
=

a

b+ c
.

Àíàëîãè÷íî
β

hb
=

b

a+ c
,
γ

hc
=

c

a+ b
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

α

ha
+
β

hb
+
γ

hc
=

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå
x = b+ c

y = a+ c

z = a+ b,

ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
=

1

2

[
y + z − x

x
+
z + x− y

y
+
x+ y − z

z

]
=

=
1

2

[
y

x
+
z

x
− 1 +

z

y
+
x

y
− 1 +

x

z
+
y

z
− 1

]
=

=
1

2

[(
x

y
+
y

x

)
+

(
x

y
+
z

x

)
+

(
y

z
+
z

y

)
− 3

]
≥ 1

2
[2 + 2 + 2− 3] =

3

2
.

Ðàâåíñòâî çäåñü, î÷åâèäíî, äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c, à çíà÷èò

max

(
α

ha
+
β

hb
+
γ

hc

)
=

3

2

Îòâåò: 3
2

B Çàäà÷à 4. Äàííûé êâàäðàò ðàçäåëèòü ëîìàíîé íà äâå ÷à-
ñòè îäèíàêîâîé ïëîùàäè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå çâåíî ëî-
ìàíîé áûëî ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå èëè äèàãîíàëè êâàäðàòà, ïðè-
÷¼ì ñóììà äëèí çâåíüåâ, ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì, ðàâíÿëàñü áû
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äëèíå ñòîðîíû, à ñóììà äëèí çâåíüåâ, ïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëÿì,
ðàâíÿëàñü áû äëèíå äèàãîíàëè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çâåíüåâ
ìîæåò èìåòü òàêàÿ ëîìàíàÿ?

Ðåøåíèå:
Ó ëþáîé ëîìàíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ çàäà÷è, çâåíüåâ êàæ-
äîãî òèïà (ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì è ïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëÿì)
äîëæíî áûòü êàê ìèíèìóì äâà. Íà ñàìîì äåëå, åñëè, íàïðèìåð,
ó ëîìàíîé ðîâíî îäíî çâåíî ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëèíà ýòîãî çâåíà ðàâíà äëèíå ñòîðîíû è åãî êîíöû ëåæàò íà
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà, òî åñòü îí óæå ðàçäåë¼í íà
äâå ÷àñòè, è ó ëîìàíîé íåò çâåíüåâ, ïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëÿì.

Îñòàëîñü ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ïî äâóõ çâåíüåâ êàæäîãî òèïà
áóäåò äîñòàòî÷íî. Ýòî èëëþñòðèðóåò, íàïðèìåð, òàêîå ðàçáèåíèå:

a
2

x

y

A

BC

a

B1

Çäåñü ïëîùàäü âåðõíåé ÷àñòè ðàâíà ax + ay
2
, à ïëîùàäü íèæíåé

÷àñòè ðàâíà a(a−x)− ay
2
. Çíà÷åíèÿ x è y ñëåäóåò ïîäîáðàòü òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ýòè ïëîùàäè áûëè ðàâíû, ò.å.

ax+
ay

2
= a2 − ax− ay

2
⇒ 2x+ y = a

B Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ñóììó íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíà-
òåëåì 401, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 1921 è
2021.

Ðåøåíèå:
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Ðàñïèøåì èñêîìóþ ñóììó, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü êàæäîé äðîáè:(
1921 +

1

401

)
+

(
1921 +

2

401

)
+ · · ·+

(
1921 +

400

401

)
+

(
1922 +

1

401

)
+

(
1922 +

2

402

)
+ · · ·+

(
1922 +

400

401

)
+ . . .

· · ·+
(
2020 +

1

401

)
+

(
2020 +

2

401

)
+ · · ·+

(
2020 +

400

401

)
=

= (1921+1922+ · · ·+2020) ·400+
(

1

401
+

2

401
+ · · ·+ 400

401

)
·100 =

=
1921 + 2020

2
· 100 · 400 + 100

401
· 401

2
· 400 =

= 3941 · 20000 + 20000 = 3942 · 20000 = 78840000

Îòâåò: 78840000

B Çàäà÷à 6. Â ïåðâîé êîðîáêå íàõîäèëèñü êðàñíûå øàðû, à âî
âòîðîé � ñèíèå, ïðè÷åì ÷èñëî êðàñíûõ øàðîâ ñîñòàâëÿëî 15

19
îò

÷èñëà ñèíèõ øàðîâ. Êîãäà èç êîðîáîê óäàëèëè 3
7
êðàñíûõ øàðîâ

è 2
5
ñèíèõ, òî â ïåðâîé êîðîáêå îñòàëîñü ìåíåå 1921 øàðîâ, à âî

âòîðîé � áîëåå 2021 øàðîâ. Ñêîëüêî øàðîâ áûëî ïåðâîíà÷àëüíî
â êàæäîé êîðîáêå?
Ðåøåíèå:
Ïóñòü x è y � ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî êðàñíûõ è ñèíèõ øàðîâ, òîãäà
ïî óñëîâèþ,

x =
15

19
y,

4

7
x =

15 · 4
19 · 7

y < 1921,
3

5
y > 2021.

Ðåøàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî y � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
ïîëó÷àåì

3369 ≤ y ≤ 4257.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó äðîáíîãî êîëè÷åñòâà øàðîâ íè â êàêîé ìî-
ìåíò ïîëó÷èòüñÿ íå ìîæåò, íåîáõîäèìî, ÷òîáû y äåëèëîñü íà 5,
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7 è 19, ò.å. y
... 665. Â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ åñòü ðîâíî îäíî òàêîå

÷èñëî y = 6 · 665 = 3990, îòêóäà íàõîäèì x = 3150.
Îòâåò: 3150 êðàñíûõ è 3990 ñèíèõ øàðîâ

B Çàäà÷à 7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî, êîòîðîå èìååò ðîâíî
1921 äåëèòåëü.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå äåëè-
òåëè:

N = pβ11 p
β2
2 . . . pβnn

Ïîñêîëüêó âñå äåëèòåëè ÷èñëà N ñîñòîÿò èç òåõ æå ïðîñòûõ ÷è-
ñåë, è ñòåïåíü êàæäîãî èç íèõ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå
îò 0 äî βi, îáùåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

D = (β1 + 1)(β2 + 1) . . . (βn + 1)

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

D = 1921 = 17 · 113,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî èìååò íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîñêîëüêó íàì òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå
òàêîå ÷èñëî, â êà÷åñòâå ýòèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ìû áóäåì áðàòü
íàèìåíüøèå: 2 è 3. Åñëè äåëèòåëü îäèí, òî β1 = 1921, à ñàìî
÷èñëî N = 21920. Åñëè æå äåëèòåëåé äâà, òî β1 = 16, β2 = 112, à
÷èñëî èìååò âèä N = 216 ·3112 èëè N = 2112 ·316. Ñðàâíèâ çíà÷åíèÿ
ýòèõ òð¼õ ÷èñåë, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì, ÷òî íàèìåíüøåå èç íèõ
ðàâíî 2112 · 316.
Îòâåò: 2112 · 316

B Çàäà÷à 8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî â ëþáîì
ìíîæåñòâå èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà
÷èñëà, ñóììà èëè ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 7.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {4; 5; 6; 7}

4 + 5 = 9, 5 + 6 = 11, 5− 4 = 1, 6− 5 = 1
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4 + 6 = 10, 5 + 7 = 12, 6− 4 = 2, 7− 5 = 2

4 + 7 = 11, 6 + 7 = 13, 7− 4 = 3, 7− 6 = 3

Ñóììà è ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñëå íå äåëèòñÿ íà 7. Èñêîìîå
÷èñëî n > 4. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî 5 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà-
÷è.
Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç 5 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè õîòÿ
áû äâà èç ýòèõ ÷èñåë äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7,
òî ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 7, è ïîýòîìó îñòàåòñÿ ñìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâå A äàþò ïðè äåëåíèè íà 7
ðàçëè÷íûå îñòàòêè. Ïîñêîëüêó äåëèìîñòü ñóììû äâóõ ÷èñåë íà 7
çàâèñèò òîëüêî îò îñòàòêîâ, êîòîðûå äàþò ýòè ÷èñëà ïðè äåëåíèè
íà 7, òî êàæäîå ÷èñëî â ìíîæåñòâå A ìîæíî çàìåíèòü åãî îñòàò-
êîì è ñ÷èòàòü, òàêèì îáðàçîì, ÷òî A ñîñòîèò èç 5 ÷èñåë, âçÿòûõ èç
ìíîæåñòâà {−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3}. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç 5 ýëå-
ìåíòîâ ýòî ìíîæåñòâà ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà ñ
ñóììîé ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, è â èñõîäíîì ìíîæåñòâå A
ñóùåñòâóþò äâà ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 7.
Îòâåò: n = 5.

B Çàäà÷à 9. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà:

x2 + 12x+ 4

x+ 2
6 6
√
x

Ðåøåíèå:
Ò.ê. x ≥ 0, òî x+ 2 > 0 è â íåðàâåíñòâå

x2 + 12x− 6
√
x(x+ 2) + 4

x+ 2
≤ 0

ìîæíî îòáðîñèòü çíàìåíàòåëü. Ñâåðí¼ì ïîëíûé êâàäðàò è ðàç-
ëîæèì íà ìíîæèòåëè:

(x+ 2)2 + 8x− 6(x+ 2)
√
x ≤ 0(

x+ 2− 2
√
x
) (
x+ 2− 4

√
x
)
≤ 0
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(
√
x− 1)2 + 1

) (
(
√
x− 2)2 − 2

)
≤ 0

Çäåñü ïåðâàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó å¼ òàêæå ìîæ-
íî îòáðîñèòü.

(
√
x− 2)2 ≤ 2⇒ |

√
x− 2| ≤

√
2

2−
√
2 ≤
√
x ≤ 2 +

√
2

6− 4
√
2 ≤ x ≤ 6 + 4

√
2

Ò.ê.
0 < 6− 4

√
2 < 1, 11 < 6 + 4

√
2 < 12,

âñå öåëûå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà íàõîäÿòñÿ ìåæäó ÷èñëàìè 1 è 11,
à èõ ñóììà

1 + 2 + 3 + · · ·+ 11 =
12

2
· 11 = 66

Îòâåò: 66.

B Çàäà÷à 10. Ïóñòü A2
n = 1 · 2 + 2 · 5 + 3 · 8 + · · · + n(3n − 1).

Èçâåñòíî, ÷òî An åñòü íàòóðàëüíîå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Íàéäèòå
ñóììó âñåõ òàêèõ An.
Ðåøåíèå:
Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè An èìååò âèä k(3k − 1) =
3k2 − k, ïîýòîìó

A2
n = 3

(
12 + 22 + · · ·+ n2

)
− (1 + 2 + · · ·+ n)

Íåòðóäíî äîêàçàòü (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè), ÷òî

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

ïîýòîìó

A2
n =

n(n+ 1)(2n+ 1)

2
− n(n+ 1)

2
=
n(n+ 1)

2
· 2n = n2(n+ 1).

An = n
√
n+ 1
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n 15 24 35 48 63 80 99 120
n+ 1 16 25 36 49 64 81 100 121√
n+ 1 4 5 6 7 8 9 10 11

An 60 120 210 336 504 720 990 1320

Îñòàëîñü íàéòè âñå òàêèå n, ÷òî ÷èñëî n+1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì,
è 100 ≤ An ≤ 999. Âûïèøåì âñå ïîäõîäÿùèå n è íàéä¼ì ñóììó
ñîîòâåòñòâóþùèõ An:

120 + 210 + 336 + 504 + 720 + 990 = 2880

Îòâåò: 2880.

10 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ñóììà 2021-õ ñòå-
ïåíåé âñåõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ÷èñëà 1921
ïåðåñòàíîâêîé åãî öèôð?
Ðåøåíèå:
Òàêèõ ÷èñåë 12: 1921, 1291, 1192, 1129, 1912, 1219, 9211, 9121, 9112,
2911, 2191, 2119. Íà 1 îêàí÷èâàåòñÿ 6 ÷èñåë, íà 2 � 3 ÷èñëà, íà 9
� 3 ÷èñëà.
Ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 10 äëÿ 2021-õ ñòåïåíåé ýòèõ ÷è-
ñåë:

25 ≡ 2 (mod 10)⇒ 22021 ≡ 25·404·2 ≡ 25·80·25 ≡ 216·2 ≡ 23·22 ≡ 2 (mod 10)

92 ≡ 1 (mod 10)⇒ 92021 ≡ 92·1010 · 9 ≡ 9 (mod 10)

Òîãäà ñóììà âñåõ ÷èñåë

19212021+ ...+21192021 ≡ 6 ·1+3 ·2+3 ·9 = 6+6+27 = 5 (mod 10))

Îòâåò: 5.

B Çàäà÷à 2. Ïóñòü A = {1, 2, ..., n}, B = {1, 2, ..., k}. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ C ⊂ A òàêèõ, ÷òî C ∩B 6= ∅?



42

Ðåøåíèå:
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç m ýëåìåíòîâ, èìååò 2m ïîäìíîæåñòâ,
òàê êàê äëÿ êàæäîãî èç m ýëåìåíòîâ åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíî-
ñòè � âõîäèòü èëè íå âõîäèòü â ïîäìíîæåñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðè n 6 k ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ, è òàêèõ ïîäìíîæåñòâ 2n − 1. Ïðè n > k
óäîáíî ñíà÷àëà ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ C ⊂ A, òàêèõ,
÷òî C ∩ B = ∅. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà C ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ
k+1, k+2, · · · , n, è ïîýòîìó èõ èìååòñÿ 2n−k (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî). Ïîñêîëüêó A èìååò âñåãî 2n ïîäìíîæåñòâ, òî óñëî-
âèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò îñòàëüíûå 2n − 2n−k ïîäìíîæåñòâ.
Èòàê, åñëè n 6 k, òî ÷èñëî èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî 2n− 1, à
ïðè n > k ðàâíî 2n − 2n−k.
Îòâåò: 2n − 2n−k ïðè n > k, 2n − 1 ïðè n 6 k

B Çàäà÷à 3. Äàí îòðåçîê äëèíîé 1. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëè-

íåéêè ïîñòðîéòå îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
3
√

2 +
√
5.

Ðåøåíèå:
Ïðåäñòàâèì äëèíó îòðåçêà â âèäå

3

√
2 +
√
5 = a+ b

√
5

ãäå a è b � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

a3 + 3
√
5a2b+ 15ab2 + 5

√
5b3 = 2 +

√
5{

a3 + 15b2a = 2

3a2b+ 5b3 = 1

Óìíîæèì âòîðóþ ñòðîêó íà 2 è âû÷òåì èç ïåðâîé:

a3 + 15b2a− 6a2b− 10b3 = 0

Ðàçäåëèì âñ¼ óðàâíåíèå íà b3 è çàìåíèì a
b
= t :

t3 − 6t2 + 15t− 10 = 0
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Çàìåòèì, ÷òî ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîðåíü t = 1, ïîýòîìó ïîä-
ñòàâèì â ñèñòåìó a = b. Ïîëó÷èì

8a3 = 1⇒ a =
1

2
= b.

Òàêèì îáðàçîì,
3

√
2 +
√
5 =

1 +
√
5

2

Ïîñòðîèòü îòðåçîê äëèíîé
√
5 ìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ äëèíîé êàòåòîâ 1 è 2. Ïîñëå ýòîãî
îñòàíåòñÿ ïðèáàâèòü ê íåìó îòðåçîê äëèíû 1 è ïîñòðîèòü ñåðåäè-
íó ïîëó÷åííîãî îòðåçêà. Âñå ýòè ïîñòðîåíèÿ, î÷åâèäíî, íåñëîæíî
ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

B Çàäà÷à 4. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ

1921 6 a2000 6 2021,

ãäå ak =
n

2+ak−1
, a1 =

n
1+
√
1+n

.

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ÷ëåíû çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak :

a2 =
n

2 + a1
=

n

2 + n
1+
√
n+1

=
n
(
1 +
√
n+ 1

)
2 + 2

√
n+ 1 + n

=

=
n
(
1 +
√
n+ 1

)
1 + 2

√
n+ 1 + n+ 1

=
n
(
1 +
√
n+ 1

)(
1 +
√
n+ 1

)2 = a1

Òîãäà a1 = a2 = a3 = · · · = a2000. Ïðåîáðàçóåì ýòó äðîáü:

n

1 +
√
1 + n

=
n+ 1− 1

1 +
√
1 + n

=

(√
n+ 1 + 1

) (√
n+ 1− 1

)
1 +
√
1 + n

=
√
n+ 1−1,

è íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü äâîéíîå íåðàâåíñòâî

1921 6
√
n+ 1− 1 6 2021
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1922 6
√
1 + n 6 2022

19222 − 1 6 n 6 20222 − 1

Êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðà-
âåíñòâó, ðàâíî

20222−1−(19222−1)+1 = 20222−19222+1 = 100·3944+1 = 394401

Îòâåò: 394401

B Çàäà÷à 5. Äàí ïðàâèëüíûé ñåìèóãîëüíèê ñ ïîñëåäîâàòåëüíû-
ìè âåðøèíàìè
A1A2A3A4A5A6A7. Âû÷èñëèòü, ÷åìó ðàâíî âûðàæåíèå cosα (cosα− 1) (2 cosα + 1),
ãäå α = ∠A2A1A3

Ðåøåíèå:

A1

A2

A3

A4

A5

A6A7

α

n

m

n

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |A1A2| = 1. Ââå-
ä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: |A1A3| = m, |A1A4| = n.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ïòîëåìåÿ ê ÷åòûð¼õóãîëüíèêó A1A2A3A4 :

|A1A3| · |A2A4| = |A1A2| · |A3A4|+ |A1A4| · |A2A3|

Îòñþäà
m2 = n+ 1, (1)
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ò.ê. |A2A4| = |A1A3| = m.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ïòîëåìåÿ ê ÷åòûð¼õóãîëüíèêó A1A3A4A5 :

|A1A4| · |A3A5| = |A3A4| · |A1A5|+ |A1A3| · |A4A5| .

Ò.ê. |A1A5| = |A1A4| = n, |A3A5| = |A1A3| = m, èìååì:

mn = m+ n. (2)

Ïîäñòàâëÿÿ (1) â (2), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

m3 −m = m2 +m− 1

m3 −m2 − 2m+ 1 = 0

m(m2 −m− 2) = −1

m(m− 2)(m+ 1) = −1 (3)

Èç òðåóãîëüíèêà A1A2A3 íàõîäèì

cosα =
1
2
|A1A3|
|A1A2|

=
m

2

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (3), ïîëó÷èì:

2 cosα(2 cosα− 2)(2 cosα + 1) = −1

cosα(cosα− 1)(2 cosα + 1) = −1

4

À ýòî è åñòü èñêîìàÿ âåëè÷èíà.
Îòâåò: −1

4

B Çàäà÷à 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò âèä

1, 2, 4, 5, 7, 9, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 23, 25, ...

ãäå çà åäèíèöåé ñëåäóåò äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷¼òíûõ ÷èñëà, ïî-
òîì òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ, ïîòîì ÷åòûðå ÷¼òíûõ è ò.ä.
Íàéäèòå a2021 − a1921.
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Ïåðâîå ðåøåíèå:
Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-
ïèñûâàíèåì êîíå÷íûõ ïðîãðåññèé èç 1, 2, 3 è ò.ä. ÷ëåíîâ ñ ðàç-
íîñòüþ 2, â êîòîðûõ ïåðâûé ÷ëåí êàæäîé ïðîãðåññèè (íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé) íà 1 áîëüøå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ïðåäûäóùåé ïðîãðåñ-
ñèè. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí k-îé ïðîãðåññèè
ðàâåí k2: äëÿ k = 1 ýòî î÷åâèäíî, à ïðîãðåññèÿ ñ íîìåðîì k + 1
íà÷èíàåòñÿ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñ ÷èñëà k2 + 1, è ïî-
ýòîìó å¼ ÷ëåí ñ íîìåðîì k + 1 ðàâåí k2 + 1 + 2k = (k + 1)2.
Åñëè k � íîìåð ïðîãðåññèè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ n-é ÷ëåí ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, òî â ïðåäûäóùèõ ïðîãðåññèÿõ ñîäåðæèòñÿ âìåñòå
1 + 2 + · · ·+ (k − 1) = k(k−1)

2
÷ëåíîâ, òàê ÷òî k � íàèáîëüøåå ÷èñ-

ëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó k(k−1)
2

6 n.
Íàéä¼ì íîìåðà ïðîãðåññèé, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ a1921 è a2021.
Äëÿ n = 1921 k = 62, ïðè ýòîì ïåðâûé ÷ëåí 62-é ïðîãðåññèè
èìååò �ñêâîçíîé� íîìåð 62·61

2
+ 1 = 1892, à ñàì îí ðàâåí a1892 =

612 + 1 = 3722.
Â ïðåäåëàõ ýòîé ïðîãðåññèè 1921-é ÷ëåí áóäåò 30-ì ïî ïîðÿäêó,
à çíà÷èò, áóäåò ðàâåí

a1921 = 3722 + 2 · 29 = 3780.

Äëÿ n = 2021 k = 64, ïðè ýòîì ïåðâûé ÷ëåí 64-é ïðîãðåññèè
èìååò �ñêâîçíîé� íîìåð 64·63

2
+ 1 = 2017, à ñàì îí ðàâåí a2017 =

632 + 1 = 3970.
Â ïðåäåëàõ ýòîé ïðîãðåññèè 2021-é ÷ëåí áóäåò 5-ì ïî ïîðÿäêó, à
çíà÷èò, áóäåò ðàâåí

a2021 = 3970 + 2 · 4 = 3978.

Íàêîíåö, íàõîäèì èñêîìóþ ðàçíîñòü:

a2021 − a1921 = 3978− 3780 = 198

Âòîðîå ðåøåíèå:
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîèñêà ðàçíîñòè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íå îáÿçàòåëüíî çíàòü èõ çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü,
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â êàêîé ïðîãðåññèè íàõîäèòñÿ êàæäûé èç íèõ.
Â íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèé ÷ëåí áîëüøå ïðåäûäó-
ùåãî íà 2 âñåãäà êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ïðîèñõîäèò ñìåíà ïðî-
ãðåññèé (çäåñü ñëåäóþùèé ÷ëåí áîëüøå ïðåäûäóùåãî íà 1). Òîãäà
äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

an − am = 2(n−m)− (kn − km),

ãäå kn è km � íîìåðà ïðîãðåññèé, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÷ëåíû. Òîãäà äëÿ íàøåé çàäà÷è

a2021 − a1921 = 2(2021− 1921)− (64− 62) = 200− 2 = 198.

Îòâåò: 198

B Çàäà÷à 7. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ(√
8 cos 25◦ − 1

)
tgx◦ =

(√
8 sin 25◦ − 1

)
tg3x◦,

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−1921◦; 2021◦].
Ðåøåíèå:

tg3x =
sin 3x

cos 3x
= tgx · 2 cos 2x+ 1

2 cos 2x− 1
.

Ïîäñòàâèâ ýòî ñîîòíîøåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ñðàçó ïîëó÷èì
îäíî ðåøåíèå:

tgx = 0, x = 180◦n, n ∈ Z

Ñîêðàòèâ tgx, ïîëó÷èì:

2 cos 2x+ 1

2 cos 2x− 1
=

2
√
2 cos 25◦ − 1

2
√
2 sin 25◦ − 1

cos 2x =

√
2(cos 25◦ + sin 25◦)− 1

2
√
2(cos 25◦ − sin 25◦)

Ò.ê.

cos 25◦ + sin 25◦ = cos 25◦ + cos 65◦ = 2 cos 45◦ cos 20◦,
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cos 25◦ − sin 25◦ = cos 25◦ − cos 65◦ = 2 sin 45◦ sin 20◦,

èìååì

cos 2x =
2 cos 20◦ − 1

4 sin 20◦
=

cos 20◦ − cos 60◦

2 sin 20◦
=

2 sin 40◦ sin 20◦

2 sin 20◦
= cos 50◦

Îòêóäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

x = ±25◦ + 180◦k, k ∈ Z

Âûáåðåì ñðåäè âñåõ êîðíåé òå, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò óêàçàííîìó
â óñëîâèè îòðåçêó:

−1921◦ 6 180◦n 6 2021◦ ⇒ −10 6 n 6 11

Ïðè ñëîæåíèè êîðíåé îñòàíåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, òîëüêî òîò, êîòî-
ðûé ñîîòâåòñòâóåò n = 11, ò.å. S1 = 1980.

−1921◦ 6 25◦ + 180◦k 6 2021◦ ⇒ −10 6 k 6 11

−1921◦ 6 −25◦ + 180◦k 6 2021◦ ⇒ −10 6 k 6 11,

çíà÷èò S2 = S3 = 1980. Îáùàÿ ñóììà êîðíåé ðàâíà 3S1 = 5940.
Îòâåò: 5940

B Çàäà÷à 8. Ïóñòü ma, mb � äëèíû ìåäèàí, ïðîâåä¼ííûõ ê êàòå-
òàì ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, à r � ðàäèóñ âïèñàííîãî êðó-
ãà. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü îòíîøåíèå
d = r2

m2
a+m

2
b
.

Ðåøåíèå:
Èçâåñòíî, ÷òî

m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
,m2

b =
2a2 + 2c2 − b2

4
,

ïîýòîìó

m2
a +m2

b =
a2 + b2 + 4c2

4
=

5c2

4
.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà r = p− c,
ãäå p � åãî ïîëóïåðèìåòð. Òîãäà

r2

m2
a +m2

b

=
4r2

5c2
=

4(p− c)2

5c2
=

(a+ b− c)2

5c2

Îöåíèì ÷àñòíîå a+b−c
c

. Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì

àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì a+b
2

6
√

a2+b2

2
èìååì

a+b
2

6 c√
2
, èëè a+ b 6 c

√
2.

Çíà÷èò,
a+ b− c

c
6
c
√
2− c
c

=
√
2− 1.

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëîæè-

òåëüíû, òî (a+b−c)2
c2

6 3−
√
8, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî

d =
r2

m2
a +m2

b

6
3−
√
8

5
⇒ d ∈

(
0;

3−
√
5

5

]

Îòâåò:
(
0; 3−

√
5

5

]
B Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

19x2y2 + 21
(
x2y + 1

)
= 19x

(
x2y + 1

)
Ðåøåíèå:
Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

21

19
=
x3y + x− x2y2

x2y + 1
=
x(x2y + 1)− y(x2y + 1) + y

x2y + 1
= x−y+ 1

x2 + 1
y

Ïîñêîëüêó x2+ 1
y
> 1, à x è y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, x−y ÿâëÿåòñÿ

öåëîé ÷àñòüþ äðîáè 21
19
. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:{

x− y = 1

x2 + 1
y
= 19

2
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x = y + 1

y3 + 2y2 + y + 1 = 19
2
y

2y3 − 15y2 + 2y + 2 = 0

(y − 2)
(
2y2 + 8y2 − 1

)
= 0

Îñòàâøèéñÿ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íå èìååò öåëûõ êîðíåé, ïîýòî-
ìó ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 3, y = 2.
Îòâåò: (3; 2)

B Çàäà÷à 10. Ðîáîò çàïèñûâàåò êâàäðàòû âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë è ïðîìåæóòêà [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíî â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, åñëè: 1) a = 3, b = 4, 2) a = 1921,
b = 2021.
Ðåøåíèå:
à) Ïðè a = 3, b = 4 ðîáîò ìîæåò çàïèñàòü âñåãî äâà ÷èñëà: 916 è
169, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Çíà÷èò, âåðî-
ÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà

P (A) =
1

2

á) ×èñëî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ñîâåðø¼ííîé ðîáîòîì îïåðà-
öèè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

N = k21 + k22 · 10t1 + k23 · 10t2 + ...+ k21001 · 10t1000 ,

ãäå ki ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1921 äî 2021.

10t ≡ 1 (mod 3) ∀t ∈ N⇒

N ≡ k21 + k22 + k23 + ...+ k21001 (mod 3)

Îïðåäåëèì, êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3 ìîæåò äàâàòü êâàä-
ðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà:

(3k)2 ≡ 0 (mod 3), (3k ± 1)2 = 9k2 ± 6k + 1 ≡ 1 (mod 3)
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Èç ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [1921; 2021] ðîâíî 33 ÷èñëà äå-
ëÿòñÿ íà 3. Çíà÷èò, ïðîäîëæàÿ ñðàâíåíèå äëÿ ÷èñëà N, ïîëó÷èì:

N ≡ 33 · 0 + 68 · 1 ≡ 2 (mod 3)

Íî, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ïîëíûé êâàäðàò íå ìîæåò èìåòü
îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3, çíà÷èò, çàïèñàííîå ðîáîòîì ÷èñëî
íå ìîæåò áûòü ïîëíûì êâàäðàòîì. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü
áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà

P (A) =
0

101!
= 0

ò.ê. êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ñëó÷àåâ 101! � êîíå÷íîå ÷èñëî.
Îòâåò: à) 1

2
; á) 0.

11 êëàññ

B Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ

2 log3 ctg
πx

3
= log2 cos

πx

3
,

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [1921; 2021].
Ðåøåíèå:
Ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(t) = 2 log3 ctg t− log2 cos t,

ãäå t = πx
3
. Ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî

çíà÷åíèÿ t ∈
[
2πn; π

2
+ 2πn

]
. Íàéä¼ì å¼ ïðîèçâîäíóþ è ñðàâíèì

ñ íóë¼ì:

f ′ = − 2

ln 3ctg t
· 1

sin2 t
+

sin t

ln 2 cos t
=

ln 3 sin2 t− 2 ln 2

ln 2 ln 3 sin t cos t
< 0

ò.ê. îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí, à ln 3 < 2 ln 2 =
ln 4. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(t) óáûâàåò è óðàâíåíèå f(t) = 0 èìååò íå
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áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èñêîìîå t = π

3
+ 2πn, è òîãäà

x = 1 + 6n, n ∈ Z

Íàéä¼ì êîðíè, êîòîðûå ïîïàäàþò â óêàçàííûé â óñëîâèè ïðîìå-
æóòîê:

1921 6 1 + 6n 6 2021

320 6 n 6 336

k = 320, 321, ..., 336

Ò.ê. ðåøåíèÿ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî èõ ñóììó íåîáõîäèìî ïîäå-
ëèòü íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî:

S =
320 + 336

2
= 328

Îòâåò: 328.

B Çàäà÷à 2. Â òåòðàýäðå ABCD òî÷êè K, L, M ïðèíàäëåæàò
ð¼áðàì AD, DB è BC ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì |AK| : |KD| = 2 :
3, |DL| : |LB| = 3 : 4 , |BM | : |MC| = 4 : 5. ×åðåç òî÷êè KLM
ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ äåëèò òåòðàýäð íà äâà ìíîãîãðàí-
íèêà. Íàéäèòå îòíîøåíèå èõ îáú¼ìîâ.
Ïåðâîå ðåøåíèå:

A B

C

D

K

L

MP

R
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Ïîñòðîèì òî÷êó P ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè α = (KLM) ñ ðåáðîì
AC. Äëÿ ýòîãî ïðîäîëæèì ïðÿìóþ KL äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé
AB â òî÷êå R, ïîñëå ÷åãî ñîåäèíèì òî÷êè R èM . Äàëåå âîñïîëü-
çóåìñÿ òåîðåìîé Ìåíåëàÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü, â êàêîì îòíîøåíèè
òî÷êà P ðàçáèâàåò îòðåçîê AC.
Äëÿ òðåóãîëüíèêà ADB è ñåêóùåé KL èìååì:

1 =
AK

KD
· DL
LB
· BR
RA

=
2

3
· 3
4
· BR
RA
⇒ BR

AR
= 2

Äëÿ òðåóãîëüíèêà ACB è ñåêóùåé PM èìååì:

1 =
AP

PC
· CM
MB

· BR
RA

=
AP

PC
· 5
4
· 2
1
⇒ AP

PC
=

2

5

Ïëîñêîñòü α äåëèò òåòðàýäð íà ìíîãîãðàííèêèABKLMP è CDKLMP .
Íàéä¼ì îòíîøåíèå îáú¼ìà ïåðâîãî ìíîãîãðàííèêà ê îáú¼ìó òåò-
ðàýäðà, êîòîðûé äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì çà V .
Èìååì:

VABKLMP = VLABMP + VLAKP

Íàéä¼ì ñíà÷àëà îòíîøåíèå îáú¼ìà ÷åòðûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
LABMP ê îáú¼ìó èñõîäíîãî òåòðàýäðà. Èõ îñíîâàíèÿ ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè è îòíîñÿòñÿ êàê 38

63
. Íà ñàìîì äåëå,

S4CPM
S4CAB

=
5

7
· 5
9
=

25

63
,

è òîãäà
SABMP

S4CAB
= 1− S4CPM

S4CAB
=

38

63
.

Âûñîòû ïèðàìèäû LABMP è òåòðàýäðà DABC îòíîñÿòñÿ êàê
LB
DB

= 4
7
, à çíà÷èò, îòíîøåíèå èõ îáúåìîâ ðàâíî:

VLABMP

V
=

38

63
· 4
7
=

152

441

Àíàëîãè÷íî äëÿ òåòðàýäðà LAKP , ðàññìàòðèâàÿ ôèãóðû îòíî-
ñèòåëüíî îñíîâàíèÿ ACD, íàõîäèì, ÷òî

S4AKP
S4ACD

=
2

5
· 2
7
=

4

35
,
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âûñîòû òåòðàýäðîâ îòîñÿòñÿ 3
7
, è, çíà÷èò,

VLAKP
V

=
4

35
· 3
7
=

12

245

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

VKLABMP =

(
152

441
+

12

245

)
V =

124

315
V

Îáúåì îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàâåí

VCDKLMP =

(
1− 124

315

)
V =

191

315
V

è
VKLABMP

VCDKLMP

=
124

191
.

Âòîðîå ðåøåíèå:
Äëÿ ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

VABCD =
1

6

(−→
AB,
−→
AC,
−−→
AD
)
,

ò.å. îáúåì òåòðàýäðà ìîæíî íàéòè ÷åðåç ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ, èñõîäÿùèõ èç îáùåé âåðøèíû. Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò
ëåãêî íàõîäèòü ñîîòíîøåíèå îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, èìåþùèõ îá-
ùèé òðåõãðàííûé óãîë, åñëè èçâåñòíû îòíîøåíèÿ èõ ñòîðîí.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàíåå ïðèâåä¼ííûìè ðàññóæäåíèÿìè îòíîñèòåëü-
íî ïëîùàäåé îñíîâàíèé è îòíîøåíèÿ âûñîò, ÷òîáû îïðåäåëèòü
îáúåì òåòðàýäðà RLMB:

VRLMB

V
=

4

7
· 4
9
· 2
1
=

32

63
.

À òåïåðü íàéä¼ì îáú¼ìîâ òåòðàýäðîâ RKPA è RLMB :

VRKPA
VRLMB

=
RA

RB
· RK
RL
· RP
RM

=
1

2
· 7
10
· 9
14

=
9

40
.
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Çäåñü, êàê è ðàíüøå, âñå íåäîñòàþùèå îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ îïðå-
äåäëÿþòñÿ èç òåîðåìû Ìåíåëàÿ. Òîãäà

VKLABMP = VRLMB − VRKPA =
31

40
VRLMB =

124

315
V.

Ñïðàâêà:

Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

A

B

C

A1

B1

C1

K

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

CK ‖ AB
Èç 4AC1B1 ∼ 4CKB1 ⇒ AC1

CK
= B1A

B1C
⇒ CK = AC1·B1C

B1A

4BC1A1 ∼ 4CKA1 ⇒
C1B

CK
=
BA1

A1C
⇒ CK =

C1B · A1C

BA1

⇒

⇒ AC1 ·B1C

B1A
=
C1B · A1C

BA1

⇒ AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

Îòâåò: 124
191

B Çàäà÷à 3. Â ïîñëåäîâàííîñòè öèôð 19213... êàæäàÿ öèôðà,
íà÷èíàÿ ñ ïÿòîé, ðàâíà ïîñëåäíåé öèôðå ñóììû ïðåäûäóùèõ ÷å-
òûð¼õ öèôð. Âñòðåòèòñÿ ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: à) íàáîð
öèôð 2021, á) âòîðè÷íî íàáîð 1921, â) íàáîð 6391?
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Ðåøåíèå: Â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäóþ ÷¼òíóþ öèôðó
çàìåíèì íóë¼ì, à íå÷¼òíóþ åäèíèöåé

19213510→ 11011︸ ︷︷ ︸ 11011︸ ︷︷ ︸ 11011︸ ︷︷ ︸ · · ·
à) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáîð ïåðâûõ ïÿòü öèôð 11011 ïîâòîðÿ-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Íàáîð 2021 ñîîòâåòñâóåò íàáîðó 0001, íî òðè
íóëÿ â äàííîì íàáîðå íå âñòðå÷àåòñÿ.
á) èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë,
ïîýòîìó åñëè ðàçáèòü öèôðû íàøåé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íà ãðóïïû ïî ÷åòûðå, îáÿçàòåëüíî âñòðåòÿòñÿ äâà íàáîðà
èç îäèíàêîâûõ ÷åòûð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ öèôð:

1921 · · · · · · abcd︸︷︷︸
M

· · · · · · abcd︸︷︷︸
N

Íî ïîñêîëüêó ñëåäóþùàÿ öèôðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ÷åòûð¼ì ïðåäû-
äóùèì îäíîçíà÷íî, ïðàâåå íàáîðà N íà÷í¼òñÿ ïîâòîðåíèå çíà÷å-
íèé, ò.å. êàê ìèíèìóì íà÷èíàÿ ñ íàáîðà M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öèôð ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì äëèíå ïðîìå-
æóòêà îò M äî N .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ çàäà÷è äëÿ êàæäîãî íàáîðà x1x2x3x4
ñëåäóþùàÿ öèôðà îïðåäåëÿòñÿ ôîðìóëîé x5 + 10m = x1 + x2 +
x3 + x4, à çíà÷èò, ïî x2, x3, x4, x5 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ
x1. Ïîýòîìó äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëüçóÿñü òåì æå ïðà-
âèëîì, ìîæíî íåîãðàíè÷åííî ïðîäëåâàòü âëåâî. Çíà÷èò, ñëåâà îò
íàáîðà M çàïèñàíû òå æå öèôðû, ÷òî è ñëåâà îò íàáîðà N . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëèêîì ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè 1921 íå âñòðåòèòñÿ
íà [M,N ], òî îíî íå âñòðåòèëîñü áû âîîáùå. ×òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

â) Âîñïîëüçóåìñÿ âûøåîïèñàííûì ñîîáðàæåíèåì î âîññòàíîâëå-
íèè ïðåäûäóùèõ öèôð, ÷òîáû ïîñìîòðåòü, êàêèå öèôðû ïðåäøå-
ñòâóþò íàáîðó 921 (êàê áûëî òîëüêî ÷òî äîêàçàíî, îí âñòðåòèòñÿ
â íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç).

6391︸︷︷︸ 92135109
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Îòâåò: à)íåò,á)äà,â)äà

B Çàäà÷à 4. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå sin 1921β+
cos 2021α, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

cosα + cos β − cos (α + β) >
3

2

Ðåøåíèå:

cosα + cos β = 2 cos
α + β

2
cos

α− β
2

cos (α + β) = 2 cos2
α + β

2
− 1

cosα+cos β−cos(α+β) = 2 cos
α + β

2
cos

α− β
2
−2 cos2 α + β

2
+1 >

3

2

2 cos2
α + β

2
− 2 cos

α + β

2
cos

α− β
2

+
1

2
6 0

4 cos2
α + β

2
− 4 cos

α + β

2
cos

α− β
2

+ cos2
α− β
2

+ sin2 α− β
2

6 0(
2 cos

α + β

2
− cos

α− β
2

)2

+ sin2 α− β
2

6 0

Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îáà êâàäðàòà ðàâíû íóëþ:{
sin α−β

2
= 0

2 cos α+β
2
− cos α−β

2
= 0

⇒

{
α− β = 2πn, n ∈ Z⇒ β = α− 2πn,

2 cos(α− πn)− cosπn = 0
,

Ò.ê. cos πn = (−1)n, cos(α− πn) = (−1)n cosα, ïîëó÷àåì

cosα =
1

2
⇒ α = ±π

3
+ 2πk, k ∈ Z

β = ±π
3
+ 2π(k − n) = ±π

3
+ 2πm,m ∈ Z
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Îïðåäåëèì, ÷åì ðàâíû 1921β è 1921α (ïðè ýòîì âñå ñëàãàåìûå,
êðàòíûå 2π, áóäåì îòáðàñûâàòü, ïîñêîëüêó îíè íå âëèÿþò íà çíà-
÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1921β → ±1921 · π
3
→ ±π

3
± 640π → ±π

3
⇒ sin 1921β = ±

√
3

2
,

2021α→ ±2021 · π
3
→ ±5π

3
± 672π → ±5π

3
⇒ cos 2021α =

1

2

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

sin 1921β + cos 2021α =
1±
√
3

2

Îòâåò: 1±
√
3

2

B Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé{
ab+ cd = efg,

{a; b} ∪ {c; d} = {e; f ; g} ,

(çäåñü abc îçíà÷àåò ïîçèöèîííóþ çàïèñü ÷èñëà, ò.å. xy = x · 10 +
y, xyz = x · 102 + y · 10 + 1)
Ðåøåíèå:
Î÷åâèäíî, a, b, c, d, e, f � öèôðû. ×òîáû íå çàïóòàòüñÿ â ðåøå-
íèè, ñòîèò ÷¼òêî ïîìíèòü, ÷òî îçíà÷àåò äàííàÿ ñèñòåìà: â çàïèñè
íàøåãî ðàâåíñòâà âñòðå÷åòñÿ íå áîëåå òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð, ïðè
ýòîì ëþáàÿ öèôðà, íàïèñàííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè, äîëæíà âñòðå-
òèòüñÿ è â ëåâîé, è íàîáîðîò.
Ñóììà äâóõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ìåíüøå 200, ïîýòîìó e = 1, à ñëå-
äîâàòåëüíî, è îäíà èç öèôð a, b, c, d òîæå ðàâíà 1.
Ïóñòü a = 1, òîãäà èç ðàâåíñòâà 1b + cd = 1fg âèäíî, ÷òî c = 8
èëè c = 9.
Åñëè c = 8, òî 1b+8d = 18g èëè 1b+8d = 1f8, òàê êàê 8 ∈ {1, f, g} ;
íî ïåðâîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü áîëüøå
ëåâîé, à èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî f = 0, è òîãäà ëèáî
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b = 0, ëèáî d = 0, òàê êàê 0 ∈ {1, b} ∪ {1, d} ; íî òîãäà 1b + 8d =
90 + b+ d 6 99, ò.å. ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Åñëè c = 9, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì 1b+9d = 19g èëè
1b+9d = 1f9. Ïåðâîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü
ñíîâà áîëüøå ëåâîé. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî f = 0
(ò.ê. 1b + 9d = 100 + b + d 6 118) è ìû ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ
10 + 99 = 109 è 19 + 90 = 109.
Ïóñòü òåïåðü a 6= 1, b = 1. Òîãäà èç ðàâåíñòâà a1+cd = 1fg âèäíî,
÷òî d 6= 9, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå g = 0, à ñëåäîâàòåëüíî,
a = 0 èëè c = 0 â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà äàííîé ñèñòåìû.
Êðîìå òîãî, d 6= 1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a1 + c1 = 1f2, çíà÷èò
a = 2 èëè c = 2, íî òîãäà 21+ 10c+1 = 100+ 10f +2⇒ c = f +8
è íàáîðû öèôð â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íå ñîâïàäàþò.
Ïîñêîëüêó d < 9, òî a1 + cd = 1d(d+ 1), òàê êàê d ∈ {1, f, d+ 1}
è d 6= 1, íî {a; 1}∪{c; d} = {1; d; d+ 1} è a 6= 1, ïîýòîìó ëèáî d1+
(d+ 1)d = 1d(d+ 1), ëèáî (d+ 1)1+dd = 1d(d+ 1), ëèáî (d+ 1)1+
(d+ 1)d = 1d(d+ 1), ïðè÷¼ì ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî d + (d + 1) = 10 + d, ò.å. ïðè d = 9; íî ó íàñ
d < 9, à òðåòüå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè d = 8, è ìû ïîëó÷àåì
åù¼ îäíî ðåøåíèå: 91 + 98 = 189.
Â ñëó÷àå c = 1 èëè d = 1 ìû ïîëó÷àåì ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ.
Èòàê, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò 6 ðåøåíèé: 10 + 99 = 109, 99 + 10 =
109, 19 + 90 = 109, 90 + 19 = 109, 91 + 98 = 189, 98 + 91 = 189.
Îòâåò: 6.

B Çàäà÷à 6. Äâà èãðîêà ïîî÷åðåäíî â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå
çàìåíÿþò êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

a1x
1920 + a2x

1919 + ...+ akx
1921−k + ...+ a1920x+ a1921

öåëûìè ÷èñëàìè (êàæäûé êîýôôèöèåíò ìîæíî çàìåíèòü ðîâíî
îäèí ðàç). Íà÷èíàþùèé èãðîê ïîáåæäàåò, åñëè âñå çíà÷åíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî â êîíöå èãðû, ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííîé äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 6; åñëè æå ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíåíî, ïîáåæäàåò âòîðîé èãðîê. Êòî ïîáåäèò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?
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Ðåøåíèå:
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî k

k3 − k = k(k2 − 1) = (k − 1)k(k + 1)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë,
à çíà÷èò, äåëèòñÿ íà 6. Òî æå âåðíî è äëÿ k4 − k2. Ïîýòîìó äëÿ
äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíà

ax+ bx2 + cx3 + dx4 (1)

íà 6 ïðè ëþáîì x ∈ Z äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

a+ c = 0, b+ d = 0. (2)

Îáúåäèíÿÿ â äàííîì ìíîãî÷ëåíå ñëàãàåìûå ñ 1-ãî ïî 4-å, ñ 5-ãî
ïî 8-å è ò.ä., ìû ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû a1921 è ñëàãàåìûõ
âèäà x4kfk(x) (k = 0, ..., 249), â êîòîðûõ fk(x) èìååò âèä (1).
Ïîýòîìó íà÷èíàþùèé èãðîê ìîæåò ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðàòåãèè: ïîëîæèòü a1921 ðàâíûì æåëàåìîìó îñòàòêó, è çàòåì
íà ëþáîì øàãó, åñëè åãî ïàðòí¼ð âûáèðàåò êîýôôèöèåíò, âõîäÿ-
ùèé â ñîñòàâ fk(x), òî îí âûáèðàåò ñâîé êîýôôèöèåíò òàê, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî (2). Òîãäà ìíîãî÷ëåí
ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷àþùèéñÿ íà êàæäîì øàãó,
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò a1921 íà ñëàãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà 6, ïîýòîìó
ïðè ëþáîì x ∈ Z ðåçóëüòèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ïðè äåëåíèè íà 6
áóäåò äàâàòü îñòàòîê a1291.
Îòâåò: ïîáåäèò íà÷èíàþùèé èãðîê

B Çàäà÷à 7. Íàéòè âñå ôóíêöèè f : R → R, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøå-
íèÿìè ôóíöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

f(a+ x)− f(a− x) = 4ax, (1)

ãäå a ∈ R � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå: Òîæäåñòâî

(a+ x)2 − (a− x)2 = 4ax
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ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ f(x) = x2.
Åñëè òåïåðü f � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî îáîçíà-
÷èâ ÷åðåç g(x) âûðàæåíèå f(x)− x2 áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî

g(a+x)−g(a−x) = f(a+x)−(a+x)2−f(a−x)+(a−x)2 = 4ax−4ax = 0,

ò.å. g(a+x) = g(a−x). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ââåñòè
îáîçíà÷åíèå h(x) = g(x+ a), òî h(x) îêàæåòñÿ ÷¼òíîé ôóíêöèåé,
è ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå ðåøåíèå f óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

f(x) = x2 + h(x− a), (2)

ãäå h � íåêîòîðàÿ ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî è îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ
ôîðìóëîé (2), ïðè ÷¼òíîé ôóíêöè h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1), òàê ÷òî ôîðìóëà (2) è îïèñûâàåò îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1). Ïðèìåð:
f(x) = x2 + b(|x− a|+ |x+ a|), b � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

B Çàäà÷à 8. Â êðóãå ðàäèóñà R ïðîâåäåíà õîðäà AD äëèíîé åäè-
íèöà. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå ïàðàëëåëüíóþ åé
õîðäó BC òàê, ÷òîáû òðàïåöèÿ ABCD èìåëà íàèáîëüøóþ ïëî-

ùàäü. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè: à) R = 1; á) R =
√

1 +
√
2
2
.

Ðåøåíèå:

A

B

C

D

Ox

xϕ
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Ïóñòü ABCD � èñêîìàÿ òðàïåöèÿ, âïèñàííàÿ â äàííûé êðóã ñ
öåíòðîì O è ðàäèóñîì R. Êîíöû èñêîìîé õîðäû BC ïðèíàäëå-
æàò áîëüøåé èç äóã ñ êîíöàìè A è D. Â ñàìîì äåëå, åñëè äî-
ïóñòèòü ïðîòèâíîå, òî ìîæíî ïîñòðîèòü íà áîëüøåé äóãå òî÷êè
B1 è C1 òàêèå, ÷òî (BC) ‖ (B1C1), |BC| = |B1C1|. Â ýòîì ñëó÷àå
âûñîòà òðàïåöèè AB1C1D áîëüøå âûñîòû òðàïåöèè ABCD, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ.

Îáîçíà÷èì ÂOD = ϕ(ϕ 6 180◦), ÂOB = ĈOD = x. Òîãäà B̂OC =
360◦ − (2x + ϕ); SABCD = SAOD + 2SAOB + SBOC = 1

2
R2 sinϕ +

R2 sinx−1
2
R2 sin(2x+ϕ). Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ S(x) =

sinx− 1
2
sin(2x+ ϕ). Èç òîãî, ÷òî S ′(x) = cosx− cos(2x+ ϕ) = 0,

èìååì 2x+ϕ = ±x+360◦k, ò.å. ïðè x1 = 360◦k−ϕ è x2 =
360◦k−ϕ

3

ôóíêöèÿ S(x) èìååò ýêñòðåìóì. Òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà-
÷è, 0◦ < x < 360◦−ϕ

2
, òî òðàïåöèÿ ABCD èìååò íàèáîëüøóþ ïëî-

ùàäü ïðè x = 360◦−ϕ
3

. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè B è C äåëÿò áîëüøóþ
èç äóã AD íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.
Ïîñòðîåíèå õîðäû BC â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ âûïîëíèòü öèðêó-
ëåì è ëèíåéêîé, òàê êàê ïîñòðîåíèå òî÷êè B ñâîäèòñÿ ê òðèñåê-
öèè äóãè AD, à ýòà çàäà÷à íåðàçðåøèìà öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ïîñòðîåíèå:

ϕ = 45◦, ϕ
3
= 15◦, sin ϕ

3
= sin 15◦ =

√
1−cos 30◦

2
=

√
2−
√
3

2
- ìîæíî

ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Äàí îòðåçîê l = 1 (äëèíà õîðäû) ⇒ R =
√

1 +
√
2
2

Îòâåò:

B Çàäà÷à 9. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 4 +
2
√
3 íàõîäÿòñÿ 5 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 1 (äî-

ïóñêàåòñÿ êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ìåæäó ñîáîé è ñî ñòîðîíàìè òðå-
óãîëüíèêà). Äîêàçàòü, ÷òî íå ìåíÿÿ ïîëîæåíèå äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé, â ýòîò òðåóãîëüíèê ìîæíî ïîìåñòèòü åù¼ îäíó åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ äàííûìè.

Ðåøåíèå:
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A

A1

A2

B

B1

B2

C

C1C2

Íà ðèñóíêå ABC ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 4 + 2
√
3.

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ñòî-
ðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC è óäàëåíû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí
íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 1. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðîíà òðåóãîëü-
íèêà A1B1C1 ðàâíà 4. A2, B2 è C2 � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
A1B1C1. Äîêàæåì, ÷òî öåíòð êàæäîé èç ïÿòè îêðóæíîñòåé äîë-
æåí ñîâïàäàòü ñ îäíîé èç øåñòè òî÷åê A1, B1, C1, A2, B2, C2.
Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà A1B2C2, A2B1C2,
A2B2C2, A2B2C1. Ñòîðîíà êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 2 (êàæ-
äûé òðåóãîëüíèê ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ åãî ãðàíèöåé). Íàé-
ä¼òñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí òðåóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé öåíòðû íå
ìåíåå ÷åì äâóõ îêðóæíîñòåé, ïîñêîëüêó öåíòðû âñåõ ïÿòè îêðóæ-
íîñòåé ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêó A1B1C1. Íî ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåíòðàìè ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé íå ìåíüøå 2. Åñëè æå â ïðà-
âèëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2, ðàñïîëîæåíû äâå
òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå 2, òî îíè äîëæíû
ñîâïàäàíèòü ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, õî-
òÿ áû îäíà èç òî÷åê A2, B2, C2 äîëæíà ÿâëÿòüñÿ öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè. Ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà A2.
Öåíòð ëþáîé îêðóæíîñòè, îòëè÷íûé îò A2 è ïðèíàäëåæàùèé îä-
íîìó èç òð¼õ òðåóãîëüíèêîâ A2B1C2, A2B2C1, A2B2C2, äîëæåí
ñîâïàäàòü ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíîé ñîîòâåòñâóþùåãî òðåóãîëüíè-
êà, ïîñêîëüêó âñåì ýòèì òðåóãîëüíèêàìè ïðèíàäëåæèò òî÷êà A2.
Åñëè òàêèõ îêðóæíîñòåé 4, òî èõ öåíòðû áóäóò íàõîäèòñÿ â òî÷-
êàõ B1, C1, B2, C2; åñëè òàêèõ îêðóæíîñòåé 3, òî èõ öåíòðû îêà-
æóòñÿ â òð¼õ èç ïåðå÷èñëåííûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê, à öåíòð ïÿòîé
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áóäåò â òî÷êå A1, òàê êàê õîòÿ áû â îäíîé èç òî÷åê B2 èëè C2

äîëæåí áûòü öåíòð îêðóæíîñòè. Ýòèì èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîç-
ìîæíûå âàðèàíòû.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî öåíòðû ïÿòè äàííûõ îêðóæíî-
ñòåé äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ïÿòüþ èç øåñòè òî÷åê A1, B1, C1, A2,
B2, C2. Çíà÷èò, ìîæíî ïîìåñòèòü â òðåóãîëüíèê ABC åù¼ îäíó,
øåñòóþ îêðóæíîñòü, íå ïååñåêàþùóþñÿ ñ ïÿòüþ äàííûìè, âçÿâ
å¼ öåíòð â ñîîòâåòñâóþùåé ñâîáîäíîé òî÷êå.

B Çàäà÷à 10. Ðîáîò ñëó÷àéíî âûáèðàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî èõ
îòðåçêà [1921; 2021]. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûðàæåíèå 2x−
x2 äåëèòñÿ íà 7.
Ðåøåíèå:
×òîáû ÷èñëî 2x − x2 äåëèëîñü íà 7, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëà 2x

è x2 èìåëè ïðè äåëåíèè íà 7 ðàâíûå îñòàòêè.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îñòàòêè ÷èñëà 2x ïðè äåëåíèè íà 7 ìåíÿ-
þòñÿ öèêëè÷íî ñ ïåðèîäîì 3, â òî âðåìÿ êàê îñòàòêè ÷èñëà x2 òàê
æå öèêëè÷íû, íî ñ ïåðèîäîì 7. Çíà÷èò, ÷òîáû ðàññìîòðåòü âñå
âîçìîæíûå ñèòóàöèè äëÿ ðàçíîñòè ýòèõ ÷èñåë, íàì äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü 21 ïîñëåäîâàòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âíåñ¼ì
ðåçóëüòàòû â òàáëèöó:

x 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
îñòàòîê 2x 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2
îñòàòîê x2 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0 1
... 7

√ √

x 23 24 25 26 27 28 29 30
îñòàòîê 2x 4 1 2 4 1 2 4 1
îñòàòîê x2 4 2 2 4 1 0 1 4
... 7

√ √ √ √

Çäåñü ìû íà÷àëè çàïèñü ñ 10, ò.ê. 1921 = 21 · 91 + 10. Êàê âèä-
íî, íà ïåðèîäå âñòðå÷àåòñÿ 6 ñîâïàäåíèé îñòàòêîâ, à â èíòåðâàë
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[1921; 2021] óêëàäûâàåòñÿ ÷åòûðå ïîëíûõ ïåðèîäà è åù¼ 16 ÷èñåë.

Çíà÷èò, âñåãî çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ 2x−x2 ... 7, áóäåò 6·4+4 = 28,
è âåðîÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà ðàâíà

P (A) =
28

101

Îòâåò: 28
101
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