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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

9 ôåâðàëÿ 2025 ãîäà

10 êëàññ (Àçèÿ)

▷ 1. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 20 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðèìåòð êàæ-

äîãî èç êîòîðûõ ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó èñõîäíîãî êâàäðàòà?

Ðåøåíèå:

Ïåðèìåòð êâàäðàòà ðàâåí P = 4a.

k = 20− 4 = 16

4 : (a− b+ b)2 = 2a = p
2

16 : (a− 2b+ a−2b
16 )2 = 2a

(a− 2b) · 17 = 16a

17a− 34b = 16a

a
34 = b

Îòâåò: Äà.

▷ 2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì

n, (1) + (n− 1), (2) + · · ·+ 1, (n) ⩽ 202, 5

Ðåøåíèå:

n = 9

9, (1) + 8, (2) + 1, (9) = (1 + 2 + · · ·+ 9) + 1+2+···+9
9 = 45 + 5 = 50[

n+ (n− 1) + · · ·+ (n− 8) + 1+2+···+9
9 = 9n− 36 + 5 = 9n− 31

]

n− 9+ n− 10+ · · ·+1+ 10+11+···+n
99 = (n−8)(n−9)

2 + (n+10)(n−9)
2·99 = n2−17n+72

2 +

n2+n−90
2·99 = 100n2−1682n+7038

2·99

10 ⩽ n < 99

S = n, (1) + (n − 1), (2) + · · · + (n − 8), (9) + (n − 9), (10) + · · · + 1, (n) =

9n− 31 + 100n2−1682n+7038
2·99 = 100n2+100n+900

2·99 ⩽ 202, 5

100n2 + 100n− 39195 ⩽ 0 − 20 ⩽ n ⩽ 19

S(19) = 187, 83 < 202, 5

S(20) = 207, 58 > 202, 5

Îòâåò: 19.

▷ 3. Â íåêîòîðîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ âçÿòî ÷èñëî âèäà

10 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
n

01.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî, áóäó÷è çàïèñàíî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ,

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà 37. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì îñíîâàíèè

ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ýòî âîçìîæíî?

Ðåøåíèå:

Ïóñòü a - îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Äàííîå â óñëîâèè ÷èñëî ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå

1 + a2 + a3 + · · ·+ an+1 + an+3 = 1 + a2
an − 1

a− 1
+ an+3 =

=
an+4 − an+3 + an+2 − a2 + a− 1

a− 1
=

(a2 − a+ 1)(an+2 − 1)

a− 1
=

(a2 − a+ 1)(an+1 + an + · · ·+ a+ 1).

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 37 íåçàâèñèìî îò n, ñëåäîâàòåëüíî,

÷èñëî a2 − a + 1 êðàòíî 37. Ýòî âîçìîæíî ïðè íàèìåíüøåì îñíîâàíèè ñè-

ñòåìû ñ÷èñëåíèÿ a, ðàâíîì 11.



Îòâåò: 11.

▷ 4. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà N = 99919991?

Ðåøåíèå:

N = 99919991 = 9991 · 10001 = 73 · 97 · 103 · 137

9991 = 10000− 9 = 1002 − 32 = 97 · 103

10001 = 73 · 137

73, 97, 103, 137 - ïðîñòûå.

n = 24 = 16

Îòâåò: 16.

▷ 5. Íàéäèòå, ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òðîéêó ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(m,n, k) òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1
1991 = 1

m + 1
n + 1

k .

Ðåøåíèå:

1991 = 11 · 181
1

1991 = 1
x + 1

11x + 1
181x = 1991+181+11

1991x = 2183
1991x = 1

1991 x = 2183

(2183; 24013; 395123)

Îòâåò: (2183; 24013; 395123).

▷ 6. Ïóñòü a =
4

2025︷ ︸︸ ︷
66 . . . 6

66 . . . 6︸ ︷︷ ︸
2025

4
, b =

1

2025︷ ︸︸ ︷
99 . . . 9

99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2025

1
. Íàéòè a + b ñ òî÷íîñòüþ äî 13

çíàêà.

Ðåøåíèå: Ïðèìåì ÷èñëî 333...33, â êîòîðîì âñå 2025 öèôð ðàâíû 3, çà

x, òîãäà 3x = N − 1, ãäå N = 102025. Âûðàçèì èñêîìóþ ñóììó ÷åðåç x:

a+b =
4N + 2x

20x+ 4
+
N + 3x

30x+ 1
=

4(3x+ 1) + 2x

20x+ 4
+
3x+ 1 + 3x

30x+ 1
=

14x+ 4

20x+ 4
+

6x+ 1

30x+ 1
=

=
(7x+ 2)(30x+ 1) + (6x+ 1)(10x+ 2)

(10x+ 2)(30x+ 1)
=

270x2 + 89x+ 4

300x2 + 70x+ 2
=

=
270 + 89

x + 4
x2

300 + 70
x + 2

x2

≈ 270

300
= 0,9.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå áûëî ïîëó÷åíî îòáðàñûâàíèåì â ÷èñëèòåëå è çíà-

ìåíàòåëå ñëàãàåìûõ, íå ïðåâûøàþùèõ 10−2022, ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî 13

çíàêà ïîëó÷èì 0, 9000000000000.

Îòâåò: 0, 9000000000000 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
11

.

▷ 7. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê, çíàÿ, ÷òî äëèíû ñòîðîí åãî ñîñòàâëÿþò àðèô-

ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ñðåäíåé ñòîðîíå, ðàâ-

íà l è óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ áèññåêòðèñû, ðàâåí α.

Ðåøåíèå:

Àíàëèç. Äîïóñòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çà-

äà÷è, ò.å. ∠A = α, áèññåêòðèñà CL = l è

AB =
AC + CB

2
.

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû âíóòðåííîãî óãëà òðåóãîëüíèêà

AL : LB = AC : CB.

Êðîìå òîãî,

AL+ LB = AB.

Èç âûøåíàïèñàííîãî ïîëó÷èì: AL = AC
2 , BL = BC

2 .

Ïîñòðîåíèå. Ñòðîèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê AC1L1, ó êîòîðîãî ∠A =

α, AC1 = 2AL1. Ýòîò òðåóãîëüíèê äîñòðàèâàåòñÿ äî òðåóãîëüíèêà AB1C1



òàê, ÷òîáû C1L1 áûëà áèññåêòðèñîé ∠AC1B1. Ïîñëå ýòîãî ñòðîèì òðåóãîëü-

íèê ABC, ïîäîáíûé òðåóãîëüíèêó AB1C1, ïðèíÿâ çà öåíòð ãîìîòåòèè òî÷-

êó A, à çà êîýôôèöèåíò îòíîøåíèå l
CL = k. Òðåóãîëüíèê ABC - èñêîìûé.

Äîêàçàòåëüñòâî è èññëåäîâàíèå î÷åâèäíî.

▷ 8. Êàê ìîæíî, ðàñïîëàãàÿ òîëüêî ëèíåéêîé è êàðàíäàøîì, íàéòè öåíòð

òÿæåñòè ñèììåòðè÷íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñóíêå?

Ðåøåíèå:

Öåíòð òÿæåñòè �áóêâû Ò� ëåæèò íàOO′ îñè ñèììåòðèè, êîòîðóþ íåòðóä-

íî ïîñòðîèòü. Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàçáèòü �áóêâû Ò� íà �áóêâó Ã� è ïðÿ-

ìîóãîëüíèê. Íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì èõ öåíòðû òÿæåñòè, ëåæèò èñõîä-

íûé öåíòð �áóêâû Ò�, òàê ÷òî îí íàõîäèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè ýòîãî îòðåçêà ñ

îñüþ ñèììåòðèè �áóêâû Ò�.M1 - öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD, M2 - öåíòð

ïðÿìîóãîëüíèêà EGHB, M3 - öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà FGHC, M1 - öåíòð

ïðÿìîóãîëüíèêà AEFD. M - öåíòð òÿæåñòè áóêâû �Ã� - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ M1M2 è M3M4. M5 - öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà BPRE. Öåíòð òÿæå-

ñòè â òî÷êå N - ïåðåñå÷åíèå îñè OO′ è MM5.

▷ 9. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äðîáåé áîëüøå 24,5

1√
4 +

√
6
+

1√
8 +

√
10

+ · · ·+ 1√
9996 +

√
9998

> 24, 5.

Ðåøåíèå:

Èìååì

A =
(

1√
4+

√
6
+ 1√

8+
√
10

+ · · ·+ 1√
9996+

√
9998

)
2A = 1√

4+
√
6
+ 1√

4+
√
6
+ 1√

8+
√
10

+ 1√
8+

√
10

+ · · ·+ 1√
9996+

√
9998

+ 1√
9996+

√
9998

=
√
6−

√
4

2 +
√
8−

√
6

2 +
√
10−

√
8

2 + · · ·+
√
9998−

√
9996

2 +
√
10000−

√
9998

2 =
√
10000−

√
4

2 =

100−2
2 > 49,

îòêóäà 2A > 49 ⇒ A > 24, 5.

▷ 10. Ñðåäè âåðøèí ïðàâèëüíîãî 89-óãîëüíèêà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáè-

ðàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ

âûáðàííûìè âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíûé?

Ðåøåíèå:

Çàôèêñèðóåì îäíó èç âåðøèí (M) ó (2n + 1) - óãîëüíèêà. Â êà÷åñòâå

îñòàëüíûõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâå èç îñòàâøèõñÿ,

âñåãî C2
2n = 2n(2n−1)

2 = n(2n − 1) âàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëî-

âèÿõ òðåóãîëüíèêè áóäóò îñòðîóãîëüíûìè. Óãîë ABC áóäåò îñòðûì, åñëè

ìåæäó A è C ëåæèò íå áîëåå (n− 1) âåðøèí.

Âñå âåðøèíû, êðîìå M , ðàçäåëèì íà äâå ðàâíûå ãðóïïû A1, A2, . . . , An è

An−1, . . . , A2n. Åñëè äâå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ëåæàò â îäíîé ãðóïïå, òî óãîë

ïðè îäíîé èç íèõ òóïûì. Ïîýòîìó â êàæäîé ãðóïïå åñòü ïî âåðøèíå. Ïóñòü,

íàïðèìåð, â ïåðâîé ãðóïïå âûáðàíà âåðøèíà Ai, à âî âòîðîé - Aj . Óãëû ïðè

ýòèõ âåðøèíàõ îñòðûå. ×òîáû îñòðûì áûë è óãîë AiMAj , äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå j− i ⩽ n. Èòàê, 1 ⩽ i ⩽ n, n+1 ⩽ j ⩽ i+n, ïîñëåäíåìó

íåðàâåíñòâó îòâå÷àþò i ðåøåíèé. Èòàê, âñåãî èìååì 1+2+ · · ·+n = n(n+1)
2

áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèé.

Ïîëó÷àåòñÿ, âåðîÿòíîñòü ðàâíà
n(n+1)

2
n(2n−1) =

n+1
2(2n−1) .

Åñëè n = 44, òî âåðîÿòíîñòü P = 45
2·(2·44−1) =

45
174 = 15

58 ≈ 0, 25862.



Îòâåò: 15
58 ≈ 0, 25862.


