
Îëèìïèàäà

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

9 ôåâðàëÿ 2025 ãîäà

7 êëàññ

▷ 1. Ðàçðåæüòå êâàäðàò íà 7 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêî-

âûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ïåðèìåòð, ðàâíûé ïîëóïåðèìåòðó èñõîäíîãî

êâàäðàòà.

Ðåøåíèå:

P = 2a

7
8a× a

8 :1
3
4a× a

4 :2

P (1) = P1 = 2a = 2(78a+ 1
8a)

P (2) = P2 = 2a = 2(34a+ a
4 )

▷ 2. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè

2025x4 − 2024x3 + 2025x2 + 1

Ðåøåíèå: 2025x4 − 2024x3 + 2025x2 + 1 = 2025(x4 − x3 + x2) + x3 + 1 =

2025x2(x2 − x+ 1) + (x+ 1)(x2 − x+ 1) = (x2 − x+ 1)(2025x2 + x+ 1)

▷ 3. Àíäðåé çàïèñàë íà äîñêó äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Ïîñëå ýòîãî îí ñòàë

ïî î÷åðåäè çàïèñûâàòü íà äîñêó òî ÍÎÊ, òî ÍÎÄ (ñíà÷àëà ÍÎÊ) äâóõ ïî-

ñëåäíèõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë

ìîãëî áûòü çàïèñàíî íà äîñêå?

Ðåøåíèå: Ïóñòü a1, a2 - ïåðâûå çàïèñàííûå ÷èñëà. Òîãäà a3 = ÍÎÊ

(a1, a2), ïîýòîìó a2 äåëèòñÿ íà a3, è ïîòîìó a4 = ÍÎÄ (a3, a2) = a2. Òå-

ïåðü a5 = ÍÎÊ (a3, a4) = ÍÎÊ (a3, a2) = a3.

È òàê äàëåå, ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñ a2 ðàâåí ëèáî a2, ëèáî

a3. Ïîýòîìó áîëüøå òðåõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûòü íå

ìîæåò. Òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè èçíà÷àëüíî íà äîñêå

áóäóò çàïèñàíû, íàïðèìåð a1 = 4, a2 = 6, òîãäà a3 = 12.

▷ 4. Íà äîñêå çàïèñûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28, . . . .

an+1 = an + S(an), S(a) - ñóììà öèôð ÷èñëà a, n = 1,∞, a1 = 1. Áóäåò ëè

çàïèñàíî 16-ðàçðÿäíîå ÷èñëî N = 2025202420232022.

Ðåøåíèå: Ñîñòàâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ bn îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 3.

bn ∈ {1, 2, 1, 2, 1, 2, . . . }1, åñëè n íå ÷åòíîå

2, åñëè n ÷åòíîå

1) an ≡ 1(mod3) ⇒ an+1 = an − S(an) ≡ 2(mod3)

2) an ≡ 2(mod3) ⇒ an+1 =≡ 1(mod3)

S(N) = (2 · 9 + 0 · 4 + 5 + 4 + 3) = 30

S(an) ̸= 0

▷ 5. Ñóùåñòâóþò ëè äâà òàêèõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ÷òî îäèí

ðàñïîëîæåí âíóòðè äðóãîãî è ïðè ýòîì ñóììà äèàãîíàëåé âíóòðåííåãî ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà áîëüøå ñóììû äèàãîíàëåé âíåøíåãî?



Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ðîìá ñ äèàãîíàëÿìè d è 10d è ïîìåñòèì âíóòðü íåãî

ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè äèàãîíàëÿì ðîìáà. Ïóñòü áîëü-

øàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 9d, à ìåíüøàÿ ïîäîáðàíà òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ïðÿìîóãîëüíèê íå �âûëåçàë� çà ïðåäåëû ðîìáà. Òîãäà ñóììà

äèàãîíàëåé ðîìáà ðàâíà d + 10d = 11d, à â ïðÿìîóãîëüíèêå êàæäàÿ äèà-

ãîíàëü áîëüøå åãî ñòîðîíû 9d, è ïîýòîìó ñóììà åãî äèàãîíàëåé áîëüøå

9d+ 9d > 11d.

▷ 6. ×èñëà 12, 14, 37, 65 ïðåäñòàâëÿþò îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xy−xz+

yt = 182. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèåì êàêîé áóêâû ÿâëÿåòñÿ êàæäîå èç äàííûõ

÷èñåë.

Ðåøåíèå: Äàííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå x(y − z) + yt = 2 · 7 · 13.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x = 14 ÷èñëî y äîëæíî äåëèòñÿ íà 7. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê íè îäíî èç îñòàëüíûõ òð¼õ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà 7. Ñëå-

äîâàòåëüíî x ̸= 14. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî x ̸= 65. Çàïèñàâ äàííîå

óðàâíåíèå â âèäå y(x+ t)− t = 2 · 7 · 13, íàéä¼ì, ÷òî y ̸= 14, y ̸= 65. Ñëåäî-

âàòåëüíî, çíà÷åíèÿìè, è ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 12 è 37. Òîãäà xy = 12 · 37 = 444 è

äàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä yt− xz = 262. Îäíî èç ÷èñåë x è y - ÷¼òíîå,

ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë yt è xz òàêæå ÷¼òíîå. Íî òîãäà èç óðàâíåíèÿ

yt− xz = 262 ñëåäóåò, ÷òî äðóãîå ïðîèçâåäåíèå òîæå ÷¼òíî.

Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå yt è xz ìîãóò èìåòü ëèøü çíà÷åíèÿ 12 · 65 è 37 · 14.

Íî yt = xz+262 > xz. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøåå èç ÷èñåë 12 ·65 è 37 ·14 åñòü

yt. Îòñþäà yt = 12·65, xz = 37·14. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà ñ xy = 12·37,

íàõîäèì x = 12, y = 37, z = 65, t = 14.

▷ 7. Ïðÿìîóãîëüíèê 7 × 10 ðàçðåçàëè íà 13 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåëî-

÷èñëåííûõ ñòîðîíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà

îäèíàêîâûõ.

Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå 13 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íû. Ïîêà-

æåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóììà èõ ïëîùàäåé áîëüøå ïëîùàäè ïðÿìîóãîëü-

íèêà 5× 9. Ðàññìîòðèì ñàìûå ìàëåíüêèå ïî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêè:

1 êëåòêà: 1× 1

2 êëåòêè: 1× 2

3 êëåòêè: 1× 3

4 êëåòêè: 1× 4, 2× 2

5 êëåòîê: 1× 5

6 êëåòîê: 1× 6, 2× 3

7 êëåòîê: 1× 7

8 êëåòîê: 1× 8, 2× 4

9 êëåòîê: 1× 9, 3× 3

10 êëåòîê: 1× 10, 2× 5

11 êëåòîê: 1× 11

12 êëåòîê: 1× 12, 2× 6, 3× 4

13 êëåòîê: 1× 13

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ïëîùàäåé 13 ðàçëè÷íûõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà 72 > 70 - ïëîùàäè èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïî-

ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî äîëæíû áûòü îäèíàêîâûå ïðÿìî-

óãîëüíèêè.



▷ 8. Â îæåñòî÷åííîì ñðàæåíèè ïðè Òðàôàëüãàðå 70% ó÷àñòíèêîâ ïîòåðÿëè

ãëàç, 75% - óõî, 80% - ðóêó, 85% - íîãó. Êàêîâ íàèìåíüøèé ïðîöåíò ÷èñëà

âåòåðàíîâ, ëèøèâøèõñÿ îäíîâðåìåííî ãëàçà, óõà, ðóêè è íîãè?

Ðåøåíèå: Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 30% ó÷àñòíèêîâ íå ïîòåðÿëè ãëàç, 25%

íå ïîòåðÿëè óõî, 20% îñòàëèñü ñ ðóêàìè è 15% îñòàëèñü ñ íîãàìè. Çíà÷èò,

÷èñëî ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå ñîõðàíèëè ãëàç èëè óõî, èëè ðóêó, èëè, íà õóäîé

êîíåö, íîãó, íå ìîæåò ïðåâûøàòü 30% + 25% + 20% + 15% = 90%. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÷èñëî âåòåðàíîâ, îñòàâøèõñÿ îäíîâðåìåííî áåç ãëàçà, óõà, ðóêè

è íîãè íå ìåíüøå 10%. Ïðè÷åì, ýòîò ïðîöåíò ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, òîëüêî

åñëè óïîìÿíóòûå ìíîæåñòâà èç 30%, 25%, 20% è 15% íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å.

êàæäûé èç íèõ ñîõðàíèë òîëüêî îäíó ÷àñòü òåëà, à òðè äðóãèå ïîòåðÿë.

Îòâåò: 10%.

▷ 9. Íàéòè âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ òàêîå ðàâåíñòâî:

(a, b)− (a, b) =
ab

7
.

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷üòå (a, b) = x, (a, b) = y, òîãäà ab = xy, è äàííîå ðàâåí-

ñòâî áóäåò èìåòü âèä x− y = xy
7 .

Ïðåîáðàçîâàâ åãî, ïîëó÷èì (7−y)(7+x) = 49, ãäå x, y ∈ N . Ïîñêîëüêó 7−y

- äåëèòåëü 49, òî y = 6 è x = 42 è, ñëåäîâàòåëüíî a = 6 è b = 42 èëè b = 6

è a = 42

▷ 10. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî n2+n+9 äåëèòñÿ

íà 7. Êàêèì áóäåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 49?

Ðåøåíèå: Ïî óñëîâèþ ÷èñëî (n− 3)2 + 7n äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó (n− 3)2

äåëèòñÿ íà 7 è, ñëåäîâàòåëüíî, n− 3 äåëèòñÿ íà 7. Èòàê, n = 7k + 3. Òîãäà

(n− 3)2 + 7n = 49k2 + 49k + 21.

Îòâåò: 21.


