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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

9 ôåâðàëÿ 2025 ãîäà

8 êëàññ (Åâðîïà)

▷ 1. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå êâàäðàò, åñëè èçâåñòíà

ñóììà ñòîðîíû êâàäðàòà è åãî äèàãîíàëè.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà a, òîãäà äèàãîíàëü a
√
2. Ïî óñëîâèþ èçâåñòåí îò-

ðåçîê b = a(
√
2 + 1). Îòñþäà, a = b

√
2− b.

▷ 2. Â ïðîôñîþçå ïèðàòîâ "Êàðàìáà"ñîñòîÿò 2025 ìîðñêèõ ðàçáîéíèêîâ.

Ó 1420 èç íèõ åñòü õîòÿ áû îäíî óõî, ó 1057 - ãëàç, à ó 695 ñ÷àñòëèâ÷èêîâ

åñòü è óõî, è ãëàç. Ïðîôñîþç ðåøèë, ÷òî ÷ëåíû ïðîôñîþçà, êîòîðûå íå

èìåþò íè óõà, íè ãëàçà, îòïðàâëÿþòñÿ íà ïåíñèþ. Ñêîëüêî ïðåòåíäåíòîâ â

ïðîôñîþçå íà ïîëó÷åíèå ïåíñèè?

Ðåøåíèå:

Åñòü ãëàç è óõî ó 1420+1057-695=1782

Çíà÷èò, ó 2025 - 1782 = 243.

Îòâåò: 243.

▷ 3. Äàíû òðè ÷èñëà. Åñëè èõ âñå óâå÷èëèòü íà 3, òî ïðîèçâåäåíèå óâåëè-

÷èòñÿ íà òðè, åñëè íà 5, òî ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ íà ïÿòü. Íà ñêîëüêî

èçìåíèòñÿ ïðîèçâåäåíèå, åñëè èñõîäíûå ÷èñëà óâåëè÷àòñÿ íà 7?

Ðåøåíèå:

(x+ a)(y + a)(z + a)− xyz = a3 + a2(x+ y + z) + a(xy + yz + zx)3(xy + yz + zx) + 9(x+ y + z) + 27 = 3

5(xy + yz + zx) + 25(x+ y + z) + 125 = 5xy + yz + zx+ 3(x+ y + z) = −8

xy + yz + zx+ 5(x+ y + z) = −24
⇒ a3 − 8a2 + 16a

a = 7 : 343− 8 · 49 + 16 · 7 = 63

Îòâåò: Óâåëè÷èòñÿ 63.

▷ 4. Íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 2025. Çà îäèí õîä Àíäðåé ìîæåò ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì ðàçáèòü îäíî èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë íà äâà ÷èñ-

ëà, óìíîæèòü îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íà 11, à äðóãîå � íà 29, à çàòåì ñóììó

ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë çàïèñàòü íà äîñêó (íàïðèìåð, èç 2025 ìîæíî ñíà÷àëà

ðàçáèòü íà ÷èñëà 20 è 25, à íà äîñêó çàïèñàòü 20 ·11+25 ·29 è 20 ·29+25 ·11).

Ìîæåò ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ Àíäðåé çàïèñàòü ÷èñëî 20222025?

Ðåøåíèå:

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ îñòàòîê ÷èñëà îò äåëåíèÿ íà 9. Ïóñòü êàêîå-

òî èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë n Àíäðåé ðàçáèë íà a è b, òî åñòü n = ab.

Òîãäà n ≡ a + b (mod 9). Ìû çàïèñûâàåì íà äîñêó ÷èñëî 11a + 29b èëè

29a + 11b, êàæäîå èç êîòîðûõ ñðàâíèìî ñ 2a + 2b = 2(a + b) ïî ìîäóëþ

9. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ÷èñëà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ õîäà óìíîæàåòñÿ íà 2.

Òîãäà, åñëè èñõîäíîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 9, òî ëþáîå çàïèñàííîå íà äîñêå

áóäåò äåëèòüñÿ íà 9. ×èñëî 20222025 èìååò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà 9, òî

åñòü íà 9 íå äåëèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ìîãëî áûòü çàïèñàíî.

Îòâåò: íåò

▷ 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåñêîðàòèìûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 2025, áîëü-

øèõ 1
2025 , íî ìåíüøèõ

1
2024?

Ðåøåíèå:

1
2025 < 2025

N < 1
2024



2025
20252

< 2025
N < 2025

2024·2025

2024 · 2025 < N < 20252

4098600 < N < 4100625

Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë 4100624− 4098601 + 1 = 2024

Äðîáü 2025
N áóäåò íåñîêðàòèìîé, åñëè ÍÎÄ(2025, N) = 1.

Ðàçëîæèì 2025 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 2025 = 34 · 52 Êðàéíèå ÷èñëà, äåëÿ-

ùèåñÿ íà 3 - 4098603 è 4100622

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 3 ðàâíî n3 =
[
4100622

3

]
−
[
4098600

3

]
= 1366874−

1366200 = 674

Àíàëîãè÷íî, äåëÿùèõñÿ íà 5 ðàâíî
[
4100620

5

]
−
[
4098600

5

]
= 820124−819720 =

404 Àíàëîãè÷íî, äåëÿùèõñÿ íà 15 (ÍÎÊ(3,5)) ðàâíî
[
4100610

15

]
−

[
4098600

15

]
=

273374− 273240 = 134

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 4098601 äî 4100624, êîòîðûå äåëÿòñÿ ëèáî íà 3, ëèáî

íà 5 ðàâíî 674 + 404 - 134 = 944.

Âû÷èòàÿ èç îáùåãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë, ïîëó÷àåì êîëè÷åñòâî íåñîêðàòèìûõ

äðîáåé 2024− 944 = 1080.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 1080 íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 2025,

êîòîðûå áîëüøå ÷åì 1
2025 è ìåíüøå ÷åì 1

2024 .

Îòâåò: 1080.

▷ 6. Íàéäèòå ñóììó âñåõ äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ íåðàâåíñòâó
[x
2

]
+
[x
3

]
⩾ [3x] ·

[
5x

6

]
. Çäåñü [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

Ðåøåíèå:

Ïî ñâîéñòâó öåëîé ÷àñòè ñóììà äâóõ ÷èñåë èìååò öåëóþ ÷àñòü, íå ìåíü-

øóþ ñóììû öåëûõ ÷àñòåé ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó

[x
2

]
+
[x
3

]
⩽

[x
3
+

x

3

]
=

[
5x

6

]
.

Åñëè x � ïîëîæèòåëüíîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, òî [3x] = 3x ⩾ 30. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
[x
2

]
+

[x
3

]
⩽

[
5x

6

]
< 30 ·

[
5x

6

]
⩽ [3x] ·

[
5x

6

]
, è íåðàâåíñòâî, ïðè-

âåä¼ííîå â óñëîâèè çàäà÷è, íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ

äâóçíà÷íûõ ÷èñåë.

Åñëè x � îòðèöàòåëüíîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî, òî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿ-

åòñÿ, ïîñêîëüêó åãî ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ ïîëîæèòåëüíà êàê

ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Èòàê, äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó íåðàâåíñòâó, íå ñó-

ùåñòâóåò.

Îòâåò: 0.

▷ 7. Èçâåñòíî, ÷òî 17% ÷èñëà x ìåíüøå 26% ÷èñëà y íà 8% ÷èñëà x − y.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ (îòíîñèòåëüíî ÷èñëà y) ÷èñëî x áîëüøå ÷èñëà y?

Ðåøåíèå:

Ïî óñëîâèþ

0, 17x+ 0, 08(x− y) = 0, 26y.

Íàõîäèì: x
y = 8+26

17+8 = 1 + 26−17
8+17 , îòñþäà

9
25 · 100% = 36%.

Îòâåò: 36.

▷ 8. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâ-

ëÿÿ öèôðû ÷èñëà 20252025?

Ðåøåíèå:

Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî 2 èëè 5 (åñëè íîëü, ÷èñëî íå áóäåò

âîñüìèçíà÷íûì).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 2. Íà îñòàâøèåñÿ 7 ïîçè-

öèé íóæíî ðàññòàâèòü äâà 0, äâå 5 è òðè 2 â ëþáîì ïîðÿäêå. Ýòî ðàâíî-

ñèëüíî íàõîæäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû AABBCCC. Ñäå-

ëàåì ñíà÷àëà âñå áóêâû ðàçíûìè, ïðèïèñàâ èíäåêñû A1A2B1B2C1C2C3.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê. Èõ 7!. Âûïèøåì âñå 7! ïåðåñòàíî-



âîê è ñîòð¼ì èíäåêñû ñíà÷àëà ó A1 è A2. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà áóäåò

âñòðå÷àòüñÿ ïî äâà ðàçà. Îñòàíåòñÿ 7!
2 , àíàëî÷è÷íî ñ B1 è B2. Ïîëó÷àåòñÿ

7!
2·2 . Òåïåðü ñîòð¼ì èíäåêñû ó C1, C2 è C3. Óáåð¼ì ïîâòîðåíèÿ, îñòàíåòñÿ

7!
2!·2!·3! = 7 · 6 · 5 = 210.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ãäå íà ïåðâîì ìåñòå 5. Àíàëîãè÷íî, íà îñòàâøè-

åñÿ 7 ïîçèöèé íóæíî ðàññòàâèòü äâà 0, îäíó 5 è ÷åòûðå 2 â ëþáîì ïîðÿäêå.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ öèôð 7!. Óáåð¼ì ïîâòîðåíèÿ, îñòà-

íåòñÿ 7!
2!·1!·4! =

7·6·5
2 = 105.

Ñëîæèì âñå ñëó÷àè 105+210 = 315.

Îòâåò: 315.

▷ 9. Ïóñòü a, b, c - ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2a + 3b > 8c, òî c - íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà ýòîãî òðå-

óãîëüíèêà.

2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2a + 3b > 7, 9c, òî c íå îáÿçàòåëüíî íàèìåíüøàÿ

ñòîðîíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:

1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè 2a+3b > 8c, òî c - íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè c ⩾ a, òî 3b > 6c+ 2(c− a) ⩾ 6c, îòñþäà b > 2c ⩾ c+ a.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî b < c+ a (ââèäó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà). Åñëè

æå c ⩾ b, òî 2a > 5c+ 3(c− b) ⩾ 5c, îòñþäà a > 2, 5c > b+ c. Ïðîòèâîðå÷èå

ñ òåì, ÷òî a < b+ c.

2) Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a = 5, 5, c = 5, 55, b = 11. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî 2a+ 3b > 7, 9c, è ïðè ýòîì c > a.

▷ 10. Ãðàôèê ôóíêöèè y = x
23 + 89 îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé y = 1− x. Ãðàôèê êàêîé ôóíêöèè ïîëó÷èëñÿ?

Ðåøåíèå:

M0(x0, y0) ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 1− x −

M1(1− y0; 1− x0)

Ñäåëàåì çàìåíó â ôóíêöèè

1− x = 1−y
23 + 89

y = 23x− 23 + 89 · 23 + 1

y = 23x+ 23 · 88 + 1

y = 23x+ 2025

Îòâåò: y = 23x+ 2025.


