
Îëèìïèàäà

øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

¾ÒÈÈÌ-2025¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

9 ôåâðàëÿ 2025 ãîäà

8 êëàññ (Àçèÿ)

▷ 1. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå êâàäðàò, åñëè äàí îòðåçîê

ðàâíûé ðàçíîñòè äèàãîíàëè êâàäðàòà è åãî ñòîðîíû.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà a, òîãäà äèàãîíàëü a
√
2. Ïî óñëîâèþ äàí îòðåçîê

a
√
2− a = b. Îòñþäà, a = b(

√
2 + 1).

▷ 2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 2025, íå äåëÿùèõñÿ íè íà

5, íè íà 7?

Ðåøåíèå:

Îáùåå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 2025 - 2024. Ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî, êðàòíîå 5, ìåíüøåå 2025 - 2020. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ

íà 5: 2020
5 = 404. Àíàëîãè÷íî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 7, ìåíüøåå 2025

- 2016, êîëè÷åñòâî ÷èñåë: 2016
7 = 288.

ÍÎÊ(5,7) = 35. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 35, ìåíüøåå 2025 - 1990.

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë: 1990
35 = 56.

404 + 288 - 56 = 636

2024 - 636 = 1388.

Îòâåò: 1388.

▷ 3. Äàíû òðè ÷èñëà. Åñëè èõ âñå óâå÷èëèòü íà 3, òî ïðîèçâåäåíèå óâåëè-

÷èòñÿ íà òðè, åñëè íà 7, òî ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ íà ñåìü. Íà ñêîëüêî

èçìåíèòñÿ ïðîèçâåäåíèå, åñëè èñõîäíûå ÷èñëà óâåëè÷àòñÿ íà 5?

Ðåøåíèå:

(x+ a)(y + a)(z + a)− xyz = a3 + a2(x+ y + z) + a(xy + yz + zx)3(xy + yz + zx) + 9(x+ y + z) = −24

7(xy + yz + zx) + 49(x+ y + z) = −336xy + yz + zx+ 7(x+ y + z) = −48

xy + yz + zx+ 3(x+ y + z) = −84(x+ y + z) = −40

xy + yz + zx− 3(x+ y + z) = −8x+ y + z = −10

xy + yz + zx = 22

5 · 22− 25 · 10 + 125 = −15

Îòâåò: Óìåíüøèòñÿ íà 15.

▷ 4. Íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 2025. Çà îäèí õîä Àíäðåé ìîæåò ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì ðàçáèòü îäíî èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë íà äâà ÷èñ-

ëà, óìíîæèòü îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íà 11, à äðóãîå � íà 29, à çàòåì ñóììó

ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë çàïèñàòü íà äîñêó (íàïðèìåð, èç 2025 ìîæíî ñíà÷àëà

ðàçáèòü íà ÷èñëà 20 è 25, à íà äîñêó çàïèñàòü 20 ·11+25 ·29 è 20 ·29+25 ·11).

Ìîæåò ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ Àíäðåé çàïèñàòü ÷èñëî 20222025?

Ðåøåíèå:

Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ îñòàòîê ÷èñëà îò äåëåíèÿ íà 9. Ïóñòü êàêîå-

òî èç çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë n Àíäðåé ðàçáèë íà a è b, òî åñòü n = ab.

Òîãäà n ≡ a + b (mod 9). Ìû çàïèñûâàåì íà äîñêó ÷èñëî 11a + 29b èëè

29a + 11b, êàæäîå èç êîòîðûõ ñðàâíèìî ñ 2a + 2b = 2(a + b) ïî ìîäóëþ

9. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ÷èñëà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ õîäà óìíîæàåòñÿ íà 2.



Òîãäà, åñëè èñõîäíîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 9, òî ëþáîå çàïèñàííîå íà äîñêå

áóäåò äåëèòüñÿ íà 9. ×èñëî 20222025 èìååò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà 9, òî

åñòü íà 9 íå äåëèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ìîãëî áûòü çàïèñàíî.

Îòâåò: íåò

▷ 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåñêîðàòèìûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 225, áîëüøèõ

1
225 , íî ìåíüøèõ

1
224?

Ðåøåíèå:

1
225 < 225

N < 1
224

225
2252

< 225
N < 225

224·225

224 · 225 < N < 2252

50400 < N < 50625

Êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë 50624− 50401 + 1 = 224

Äðîáü 225
N áóäåò íåñîêðàòèìîé, åñëè ÍÎÄ(225, N) = 1.

Ðàçëîæèì 225 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 225 = 32 · 52

Êðàéíèå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 3 - 50403 è 50622

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 3 ðàâíî
[
50622

3

]
−
[
50400

3

]
= 16874−16800 =

74

Àíàëîãè÷íî, äåëÿùèõñÿ íà 5 ðàâíî
[
50620

5

]
−
[
50400

5

]
= 10124− 10080 = 44

Àíàëîãè÷íî, äåëÿùèõñÿ íà 15 (ÍÎÊ(3,5)) ðàâíî
[
50610
15

]
−

[
50400
15

]
= 3374 −

3360 = 14

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 50401 äî 50624, êîòîðûå äåëÿòñÿ ëèáî íà 3, ëèáî íà 5

ðàâíî 74 + 44 - 14 = 104.

Âû÷èòàÿ èç îáùåãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë, ïîëó÷àåì êîëè÷åñòâî íåñîêðàòèìûõ

äðîáåé 224− 104 = 120.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 120 íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 225,

êîòîðûå áîëüøå ÷åì 1
225 è ìåíüøå ÷åì 1

224 .

Îòâåò: 120.

▷ 6. Íàéäèòå ñóììó âñåõ äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ íåðàâåíñòâó
{
x
2

}
+

{
x
3

}
⩽

{
5x
6

}
. Çäåñü {a} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà

a.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäà 6n+k, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Ïîëó÷èì
{
k
2

}
+
{
k
3

}
⩽

{
5k
6

}
.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè k = 0, 1, 2, 3, 4 îíî ïðå-

âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî è, çíà÷èò, âåðíî. Ïðè k = 5 ïîëó÷èì 1
2 +

2
3 ⩽ 1

6 , ÷òî

íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò âñå ÷èñëà, êðîìå äàþùèõ

ïðè äåëåíèè íà 6 îñòàòîê 5.

Ñóììà âñåõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ðàâíà S1 =
10+99

2 · 90 = 109 · 45 = 4905,

ñóììà âñåõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, äàþùèõ ïðè äåëåíèè íà 6 îñòàòîê 5, ðàâíà

S2 =
11+95

2 · 15 = 795. Èñêîìàÿ ñóììà S = S1 − S2 = 4905− 795 = 4110.

Îòâåò: 4110.

▷ 7. Èçâåñòíî, ÷òî 20,25 % ÷èñëà x ìåíüøå 23,75 % ÷èñëà y è íà 7,75%

÷èñëà x− y. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ (îòíîñèòåëüíî ÷èñëà y) ÷èñëî x áîëüøå

÷èñëà y?

Ðåøåíèå:

Ïî óñëîâèþ

0, 2025x+ 0, 0775(x− y) = 0, 2375y.

Íàõîäèì: x
y = 7,75+23,75

20,25+7,75 = 1 + 23,75−20,25
7,75+20,25 , îòñþäà

3,5
28 · 100% = 12, 5%.

Îòâåò: 12,5.

▷ 8. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâ-

ëÿÿ öèôðû ÷èñëà 20262024?

Ðåøåíèå:

Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî 2, 6 èëè 4 (åñëè íîëü, ÷èñëî íå



áóäåò âîñüìèçíà÷íûì).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 2. Íà îñòàâøèåñÿ 7 ïîçè-

öèé íóæíî ðàññòàâèòü òðè 2, äâà 0, îäíó 4 è îäíó 6 â ëþáîì ïîðÿäêå. Ýòî

ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû AAABBCD.

Ñäåëàåì ñíà÷àëà âñå áóêâû ðàçíûìè, ïðèïèñàâ èíäåêñû A1A2A3B1B2CD.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê. Èõ 7!. Âûïèøåì âñå 7! ïåðåñòàíîâîê

è ñîòð¼ì èíäåêñû ñíà÷àëà ó A1, A2 è A3. Îñòàíåòñÿ
7!
3! . Àíàëî÷è÷íî ïîñòó-

ïàåì ñ B1 è B2. Ïîëó÷àåòñÿ
7!

3!·2! . Óáåð¼ì îñòàâøèåñÿ ïîâòîðåíèÿ, îñòàíåòñÿ

7!
3!·2!·1!·1! =

7·6·5·4
2 = 420.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ãäå íà ïåðâîì ìåñòå 4. Àíàëîãè÷íî, íà îñòàâøè-

åñÿ 7 ïîçèöèé íóæíî ðàññòàâèòü ÷åòûðå 2, äâà 0 è îäíó 6 â ëþáîì ïîðÿäêå.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ öèôð 7!. Óáåð¼ì ïîâòîðåíèÿ, îñòà-

íåòñÿ 7!
4!·2!·1! =

7·6·5
2 = 105.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, ãäå íà ïåðâîì ìåñòå 6. Àíàëîãè÷íî, íà

îñòàâøèåñÿ 7 ïîçèöèé íóæíî ðàññòàâèòü ÷åòûðå 2, äâà 0 è îäíó 4 â ëþáîì

ïîðÿäêå. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ öèôð 7!. Óáåð¼ì ïîâòî-

ðåíèÿ, îñòàíåòñÿ 7!
4!·2!·1! =

7·6·5
2 = 105.

Ñëîæèì âñå ñëó÷àè 105+105+420 = 630.

Îòâåò: 630.

▷ 9. Ïóñòü a, b, c - ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 3a + 4b > 11c, òî c - íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà ýòîãî

òðåóãîëüíèêà.

2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 3a + 4b > 10, 99c, òî c íåîáÿçàòåëüíî íàèìåíüøàÿ

ñòîðîíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:

1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè 3a + 4b > 11c, òî c - íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè c ⩾ a, òî 4b > 11c − 3a = 8c + 3(c − a) ⩾ 8c, îòñþäà

b > 2c = c+ c ⩾ c+ a.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî b < c+ a (ââèäó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà). Åñëè

æå c ⩾ b, òî 3a > 11c−4b = 7c+4(c− b) ⩾ 7c, îòñþäà a > 21
3c > 2c = c+ c >

b+ c. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî a < b+ c.

2) Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a = 6, 97, c = 7, 04, b = 14. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî 3a+ 4b = 76, 91 > 10, 9c = 76, 736, è ïðè ýòîì c > a.

▷ 10. Ãðàôèê ôóíêöèè y = − x
22 +93 îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé y = x+ 1. Ãðàôèê êàêîé ôóíêöèè ïîëó÷èëñÿ?

Ðåøåíèå:

M0(x0, y0) ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x+ 1 −

M1(y0 − 1;x0 + 1)

Ñäåëàåì çàìåíó â ôóíêöèè

22y + x = 2046

22(x+ 1) + y − 1 = 2046

y = −22x+ 1− 22 + 93 · 22

22x+ y = 2025

y = −22x+ 2025

Îòâåò: y = −22x+ 2025.


